
a a 

mi m2 


mn 


liL’J 

Eduardo Espinosa Pamos 




























VECTORES Y 
MATRICES 

(SEGUNDA EDICION) 


4 VECTORES V sis aplicaciones 
4 MATRICES Y DETERMINANTES 
* SISTEMA DE ECl ACIONES LINEALES 


EDUARDO ESPINOZA RAMOS 


LIMA - PERÚ 


























2-EDICIÓN 
LIMA - PERÚ 




DERECHOS RESERVADOS 


Este libro no puede reproducirse total ó parcialmente por ningún método 
gráfico, electrónico o mecánico, incluyendo los sistemas de fotocopia, 
registros magnéticos o de alimentación de datos, sin expreso consentimiento 
del autor y Editor, 


N° 10070440607 
N° 26086 
N° 1.3714 
N*10716 
N*4464 


RUC 

Ley del Libro 

Ley de Derechos del Autor 
Registro comercial 
Escritura Publica 
























PROLOGO 


En h presento obra intitulada "Vectores y Matrices" en su segunda edición, se ha 
aprovechado de los numerosos y valiosos; comentarios y sugerencias de mis colegas de las diversas 
universidades de La capital al igual que en la primera edición se expone en forma teórica y práctica 
los temas siguientes: 

En el primer capítulo se estudia Los Vectores, sus Operaciones e Inierprefacíones, el 
Módulo de un Vector. Producto Escalar de Vectores, Paralelismo y Ortogonal idad de Vectores. 
Proyección Ortogonal de un Vector sobre otro Vector asi como la Componente de un Vector en la 
Dirección de otro Vector, Producto Vectorial y Producto Mixto. 

Fui el segundo capítulo Se estudia las Matrices, y sus Operaciones, Tipos de Matrices, 
Matriz de Coladores, Matriz Adjunta, Inversa de una Matriz, se de tule el Determirunie de una 
Matriz y sus Propiedades, el Método del Pibow para calcular Determinantes de orden mayor que 
tres, el Método de Gáuss para calcular la Matriz Inversa. 

En el tercer capitulóse estudia el Sistema de Ecuaciones Lineales en donde se analiza la 
Consistencia e liieons i iterad ¡i de un sistema, así como la regla di: t R AVIER y d Método de 
*• 'Al CS JORDAN, también su ha incluido eje re: cías \ problemas de los exánvnc?. y prácticas 
calificadle tomados en Las diversas facultades de las universidades nacionales y particulares. 

Deseo expresar mi más profundo agrade cimiento u mis culegas de i as diversas 
universidades de la capital quienes Con su apoyo mural y sugerencias han hecho posible él 
realización de esta segunda edición del libro Vectores y Matrices. 
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CAPITULO I 


1, VECTOR ES | 


U. CONCEPTOS BÁSICOS.- 

1.1.1. PAR ORDENADO-- Llama remo» par ordenado a dos objetos cualquiera a y 

b: denotaremos por (a,b), donde' V es llamado la 

primera componen le y “b H “ la retunda componente- 





Ejemplo.- 

Son pares, ordenados (1*4), (-2,3), ■ Pedro, Maríaí. (hombre, mujer). 

Dos pares ordenado). (a,b) y íc.d) son iguales si sus primeras componen les son 
iguales y las segundas también. 


1 . 1 . 2 . 


En forma simbólica es. 


ía,b) = íc h d> « a = t a b = d 


PRODUCTO CARTESIANO DE CONJUNTOS.- 


Consideremos dos conjuntos A y B. se llama producto cartesiano de A y B, al 
conjunto de los pares ordenados ia.b ■ donde "a pcneiieci ai conjunto A. y "b 
pertenece al conjunto B > denotaremos por AxB. 


Es decir: 


A s B - [{a.b) í a c A a be B) 


Ejemplo,' 

Sean A — [ 1,2.3] y B = {a,b j, el producto cartesiano de A y B es: 
A x b =■ |0.a).! I. b M 2 .a},{2,b)J 1 ,a),(3,b>) 


Si A = B. denotaremos A \ A = A y para nucsiiu caso tomaremos A = B = R. 

es decir Rxft = R : > a vis e jeme r tus llamaremos pares ordenados de minie pus 
reales 
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Consideremos un sistema de coordenadas cartesianas de eje* X é Y, ya los 
puntos de este sistema de coordenadas cartesianas, denotaremos por 

p } (j, . y, > t > 1 X Psi * ü . y 1 X-, tffi. 


Y- 

K. 

Y* 

_ — — — -=# pj{x 3 ,yn,¡i 

v, 

- - 


0 

*, ** * 


Gráfico: 

1.1,3, DISTAMC1A ENTRE DOS PUNTOS 

Considere mus dm purtLiz-, i,t 1 , y ¡) y , y 5), a Ja distancia de p. a p 2 

denotaremos por Jí P, F- 1 \ es dado por lá fórmula: 


df/V Pi í ” J(-*a - .fj)" K >\ -y¡ T 


Es decir: Eti lil A pj A , . p- r 

Pi tí gotas se tiene: 


C 


d(A, p 2 ) = ^|d(P].A)r +k* V 
además se tiene: 
d(/V A} = x 2 - , d(A. p 

reemplazando (2) en (I) se tiene 



dipt p 2 ) = - a, r + („v = - >1 T 


f X 
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1.1.4. SUMA PE ELEMENTOS EN KxR = R z ■- 

y 

Dado dos puntos p¡(x r >- 3 ) y y2 ) de R'. la suma de elementos de R 

define de] modo siguie cite 

p t <Xj, y, t t p 2 Lx 2 . y 2 ) = Pi Ur +*2* >1 + J*i> 

1.1.5. MULTIPLICACIÓN DE L N NÚMERO REAL POR UN ELEMENTO DE 

R 2 .- 

s can r e R > fM x.v ] e , el producto de un escalar r por un elemento pU.yl de 
R- que deTintamos por r,p(x.y) y se de Tiñe conté: 

r.p{x\ y) = pir.x. ry) s= R~ ’ 

t.1.6. ESPACIO TRIDIMENSIONAL.» 

EJES COORDENADOS»- Los ejes de coordenadas sen generalmente 

identificados píir las letns¡¿X, Y ( Z y nublaremos 
frcouentemeiUí del eje X, del eje V y del eje Z. 

La dirección positiva se indica por medio de tina Mecha, los ejes de coordenadas, 
lomados de dos en dos determinan Inés planos llamados planos coordenados,, 
plano XY, plano XZ y plano YZ. estos planos dividen al espacio tridimensional 

en ocho regiones ll unad,!’■ ociantes 
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Considere un punto p cualquiera en el espacio tridimensional, ¿través de p se 
cnnsiTuvr planea perpendiculares a Cada uno de los eje* countenado&. 



Sea A el pumo en el cual el plano perpendicular sJ eje X intercepta en dicho eje. 
Sea B el pumo en el cual el plano- perpendicular jI eje Y intercepta en dicho eje 
Sea C el pmin en ct cual d plano perpendicular al eje Z intercepta en dicho eje. 
Los números .t,. vj,„ son \m cotirdmiadas de p y pi *\. V]. i ]) representa al 
punto p. 

1,1.7. DISTANCIA ENTRE DOS PUNTOS.- 

La distancia no dirigida entre dos puntos p¡ . y,. } y p ■ ( v¿, y¿, z > i en el 

espacio tridimensional está dado por! 

Pz II = \'-*i ~ x i ? + í >í “ . v i ^ + '■ -2 “ ")" 
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Dentro de la* aplicaciones de la matemática a la física e ingeniería se- usan 
freciientcmenlé cantidades que poseen magnitudes y dirección; por ejemplo 
tenemos la fuerza, velocidad, aceleración y desplazamiento, a este* cantidades se 
representan geométricamente por un segmento de recta dirigida a! cual 
llamaremos vector. 


Consideremos un punió P y uñ punto Q y ali segmento de recia dirigido de P a 0 
denotaremos por PQ donde el punto P *e llama punto inicial y el punto Q se 

llama puntó lamina] o final, Luego el segmento dirigido PQ se llama vector de 

-+ — fc 

P a 0 y denotaremos por: PQ = a 



Un vector l>id intensión til es una pareja ordenada de mí meros reales (x, y), donde 
V’ se llama la primera componente y , ' se llama la segunda componente. 

a] OBSERVACIONES.- 

0 A los vectores, bi dimensional se le representa por le iras minúsculas y 
en la paite superior se le coloca un segmentó de recta ó tina flecha, es 

-* -+ -* 

decir' 3 ~,íi-,), b— c = (C|Cj 11 ■■■ 

A! conjunto de los vectores bidirneusiocial denotaremos por V\, luí 



Al vector cero sitnbolibaremos por 0 =(Ü,0}. 
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© Si ieV 3 , entonces el opuesto del vector a = ) quedará 

de fin i tk r por: — a = —¿i,, —jí 

(V) El vector fila, sus componedles se escriben una a continuad ón de la 

—i 

otra; a =(^,<11) 

© El vector columna .¿us componentes se escriben una debajo de la otra: 

-* 1 Gé 

donde ¿7] es h primera componerle. 


a = 


a i 

ün 

v - y 


1*3.2, REPRESENTACION 
BIIMMENSIONAL.- 


a 2 es la secunda corríponerle. 

GEOMÉTRICA DE UN VECTOR 


Un vector bidimensional a - (n, ,a,} es rcprcsenlailo, mediante un segmento de 

recta dirigido, cuyo punió inicial es cualquier punto Píx,y) del plano cartesiano y 
el extremo final es el punto cuyas coordenadas son: Q{ r + a ¡ , y + $ >} , lal como 

se mueslra en la figura. 



Al vector cuyo punto inicial se encuentra en el origen del visiema de coordenadas 
y el extremo líbre puede ubieaise en cuaEquier cuadrante del plana cartesiano, se 
denomina, vector de posición o tadio vector, así como se muestra en la figura. 
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OBSERVACIÓN*^ Al vector 0 lo representaremos por cualquier punto 

siendo su dirección indefinida. 


Ejemplo.' Kcpreseniar gráficamente al vector a , Luyo punió inicial es- FÍJt.y), sabiendo 
que su rcfíTcvcDlaciun de posición es: 

a = (3.4). P(2.1 > (Ver figura I > 

(T) a = l4,GK F(2 t 6) (Ver figura 2> 

{^) a = (-2.5) P P[3.-4) (Ver figura 





(figura 3) 
















8 


Eáitiirdú Espinosa Ratitas 


IJ. VECTOR TRIDIMENSIONAL.- 


1.3.1. DEFINICIÓN.- 

* 

Un vector tridimensional « una tema ordenada de números reates U.y.z). donde 
xtf.z soo las componentes del vector. 


Así como las temas ordenadas a -0,4.5). b = (l.-3.2) determinan a los 

-=# B 

vectores a.b en donde 3,4,5 y 1,-3,2, son sus componen les. 

h] OBSERVACIONES.* 

0 A los vectores tridimensionales se denota por 

—f -i 

a - Ííij.a,.^ i, b = c = Cc h c ; ,c 3 ), .... etc. 

© Al conjunto de vectores tridimensionales denotaremos por: V 3 , de 

— fe 

modo que: Vy = R y = (a = íuj.tí^ü^i/tíj.dj,,.^ é /?[ 

0 Al vector cuyas componentes son (0,0.0; llamaremos vector cero y 

—4k 

sLmboÜTartinoü por: 0 - (0,0,0) 

Si ae)j =^> a ■= } , al puesto del vector a quedara 

definido por: - a = -(<3,, a 7 t ü 2 ) ” 


Í3X l N TERPRETAC1ÓN 
TRIDIMENSIONAL.- 


GEOMETRICA 


DE 


UN VECTOR 


Sea n = (íi|, a 2 ,a 5 ) un vcolor en el espacio, al cual lo representaremos mediante 

-1> 

un segmento dirigido tal como PQ : donde Ptx.y.a) es el pumo inicial y 
+■ 0 | * y ■+ a-,, z + íí 3 ) es el exlreme libre del % ectür (luí como se muestra en la 
11 gura [. 
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1 33. VECTOR DE POSICIÓN O RADIO VECTOR,* 

* 

Un vector a = .a ., a 3 ) es de posición, si ti pumo inicial coincide con el 

origen de coordenadas y el extremo líbre del vector está ubicado en cualquier 
pumo del espacio, tal como se muestra en la ti gura. 



1.4- V ECT OR ti - DIMENSION A L,- 

Uiy vector n-dimeusional es una n-upla ordenada de números reales que denotaremos por; 

“f’ 

a = iíj,, üj, ,Si„ donde a i = U 23 t>>**n 

Al conjunto de vectores n-dimensional representaremos por V n , c< decir; 

V„ = /?" = ( a = (fl,. er 2 . a n ,J € ff" f S «< f = 1 


si K V_ 


íl — Cfl[ |fl> Uj, . 






















ID 
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Al vector i l l rj dcnolaremos por: 0 = í 0 , 0 ,..., 0 ). 


E] vector opuesto de -Mimensiones quedara definido por: a = ( -a, .-íi>. -«„> 


1*5* OPERACIONES CON VECTORES. 


1 . 5 , 1 . IGUALD AD m VECTORES.- 

Duv vectores son iguale? ?i \ sólo si. sus componentes coPTespondienleb Loman 
los mismos valores. 


Es decir: Si a.h« V. entonces escribiremos: 


a h rJ| — 'í?j rv íJ i i^' - 


si a.ht Vj = 5 - a={ü |í ^,¿ 3 J ) 1 b=(^A. 6 ,) y escribiremos así. 


a --h » ¿r, = V i = 1,2,3,... 


si a y b no son iguales, entonces esa ib iremos; 


a * b <¡4 ■* fr, pam algún i = i , 2 . 3 . 


1.5.2. INTERFRETACIÓS GEOMÉTRICA DE LA IGL \LL>AD DE 
VECTORES** 

VECTORES HÍL ALES.- Dos veciorcs son iguales si r-unert la misma 

dirección, cJ mismo sentido, d mismo (amaño. 

| ? --■ 

ef mismo punto inicial y al mismo punió terminal se denota por ú - b „ 



punto inicial b 
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VECTORES EQUI> ALENTES.- Dos vectores son equivalentes *i 
tienen la misma dirección, e! murrio sentí lío, el mismo tamaño pero 

-t —* 

diferente punto inicial y se denota a = h . 


punte final 



punto inicial punto inicial 


Ejemplo,- Calcular d valor M = 7s +■ 5y si a = b donde 



Solución 


Aplicando el concepto de igualdad de vectores, 



a = b <=* Í5x + 3y, 4x - y - 4] = (4* + 2y + 5, 3* + y + 7) 



M = 7* + Sy«7(7) + 5(-2i = 49- 10 = 39 


PRODUCTO DE UN ESCALAR POR UN VI CTOM-- 

—* 

Sea k un escalas [A e R> y se?, a un vector cualquiera entonces llamáremos 

_i «4 

producto de k por a denotado por: X. a , al vector resultante cuyas 
componentes deben ser multiplicadas por k, esto es"^ 

—fe —I 

Si a e V 2 => 3 = (d t ,a 2 ) luego 


A a = >fli>" 
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Si a e V, ^ a = (rt ( , a -,,). luego 


A *3 - A C 1 A| * ^ 4 1 7^, ) - Í ^ ^ | H Arf2 i - ^,.¿3 | 





en general o ag V ml luegn 


A a ¡k 4. i (jj , 4 4 ,...* ,i - (A¿i[ 


i AíBj ^ ^ )j 


Ejempín*- Sea a = AB un vector {¡onde: 

(T) Ai, 1,1, i, B{4, í ]. X = ±2 gráfica r los vectora:* AB y A A ñ 

Solución 


a = AB = 0-.4 = ( 4 . 3 )-(M> 

A a = 2(3.2) = i 6,4j 

—fe 

A a = - 2t 3, 2) = l -6„ —4) 

© Si a = (2*3} graficar 3 a y -3 a 

Solución 

3 a = 3(2,3) = ^) 

«■ 

-3 a —3(2,3) = (-6.-9) 




t 
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15 . 4 , PROPIEDADES.^ 


Para todo escalar rs e R y los vectores a.fo se verifican 3as siguientes 
propiedades. 


© 


I í r. a es un vector. 


rl, a -+■ b } = r a + /“ b 


(¥) 1 - a “a 


© T* ^ 

(r + f) a = r a + * a 


_4J rlj.i) = frj)a 


1.5.5. SUMA DE VECTORES.- 

—+ —■ -+ —> 

Dados los vectores a y b . e! vector resultanie suma a+h se obtiene sumando 
su** correspondieres componente». csiu es: 


Si a. b ^ v; => a = a 2 ). b = ) 


a + b = (íi| f. ü- + És) 


Si a , h #= V 3 = 5 - a * (ti, . 0 ; .tf j) . b - (b,,b : A i 


a + b = (a, + ^, n 2 + b 2 ' a y + h 1 


Si a.b€V b j =[¿i|.ü 2 ,„..ti n ). b = (b\,hr,.^b n ) 


a+ b = (« t + £\, ük + b n 3 


Ejemplo.^ 

Si a =(3,5) > b = ÍL4í entonces: a + b = (3,5) +(U4)“(3+1.5 + 4) 


-« -+ 
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1.5.6, 


INTERPRETACIÓN GEOMÉTRICA DE LA SI MA DE VECTORES^ 

En la imerprciación gcomeirica de la suma de vectores consideramos los 
métodos siguientes: 

Le r. MÉTODO DEL P A R A LE LO GRAMCE- 

—fc- — P 

Se dibujan las reprt: se rilaci riñes de lt>s vectores a y b desde el .misino punió 
(>e hace coincide ios puntos terminal de a y inicial de b ) y se completa el 

—t —t 

paraltlognnto. La diagonal trasuda desde el punto común representa &+- b . 



punto inicial 


2do. MÉTODO DF.L TRIÁNGULO.- 

— t —I 

■ .os vectores a y b ve gratlcan uno a continuación ilcl otro, luego el vector 

—* —=§i —#■ 

resultante aa- b se obtiene del punto inicial del vector a con el punto final del 

-4 

vector h 





punto inicial 


Mr, MÉTODO DEL POLIGONO VECTORIAL.- 

La resultante de la suma de varias vectores se obtiene llevando lev vectores una a 
continuación de otro haciendo coincidir el extremo de uno con el nrigen del otro 
para finalmente determinar la resultante uniendo el origen del primer vector con 
el extremo del ultimo vector. 


1.5.6, 
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a = i + 2+ 3-K..+ n 

1.5.7. PROPIEDADES DF. 1.4 SUMA DE VECTORES.- 

* 

Para todo vector a , b, c se verifica las siguientes propiedades:: 

2 > a + b - b-+ a , conmutativa 



a+ b es un vector. 

® 

© 

—+ -t -t —*■ —* —* 

a + ( b+ e ) - i a + h h- c , asociativa 


® 

-t 

V a vector, existe uu único vector 0 tal que ¡ 

® 

fc* 

V a vector, existe un único vector 

-+ 

-a t 

aditivo 



L5.&. DIFERENCIA DE VECTORES. 


Con s id eremos Jos vl- noces 


a . b ■ a la diferencia de estos vectores se define de 


la siguiente manera - 


^ -+ -*■ 
a - h - a-(- b 1 


Si 


a.ht V. 


a = (a t , a2 ) - b = (£>¡ ,JM > de donde: 



Si a , b fe V-, ==? a = (ít l ,& 2 b = (é¡. & - ). de donde: 
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-4 ^ -4 —* 

Ejemplo.* Sean a *|-U) y b “ (4,í!) Hallar 3 ( b-2 a >+6a-2 b 

b-2 a = (4*6) - 2Á- 1,3; = (4.S) - (-2,6) = (6,2) j 

—'* 

6 a - 2 b = 6,(—1,3)—2(4,.8.1 = {-6 18)HSJ6> = (-14,2» 

—* —► 

3(b-2ft) + 6a-2b s^(6*2) + (-14,21 = (18,6) + (-14.2)-(4,8) 

1.5.9. INTERPRETACIÓN GEOMÉTRICA HE LA INFERENCIA PE 
VECTORES,- 

—+ *-+ i 

A los vectores a , h lo reáreme mane rnos por los segmentos dirigidos PQ y 

- r 

PR cor la condición de lener el origen común en el punto P. entonces la 

—#■ —# —■ —l 

diferencia de a.,b es decir; a-b quedara representado por el segmento 

li ~4 —p- — 

dirigido QR puesto que b+ía-b)=a (ver gráfico). 


R - a 



Ejemplo^ Dado la representación de a y b dibuje a —b, usando ta definición de 
resta y la regia del triángulo para Ij suma. 



Solución 



















Vector? s y s 11 v Aplicación Ci 
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Dibujando los veciores a = AR * h = AC . desdi d mismo punco inicial Á. 



1 .6. 



Empleando la regla de! triángulo para la suma su dibuja a - b 

LONGITUD O MÓDULO O NORMA PE UN VECTOrT] 


La longitud o módulo de un vector a es el número real no negativo, representado por 

|¡ a II y es definido por la raíz cuadrada de la suma de los cuadrado de sus componentes, 
esto es: 

-+ 

i) Si aeVV =5 a = (e v a 2 } de donde: 
cuya representación gráfica es: 

Yt A 


|| a |1 = Jaf 


+ a. 
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Si a = i a r n 2) es lj¡ i 



iil Si a fV¡ =:■ a = í¿f t+ gr it a 3 ) de donde: 
cuya representación gráfica es; 




üi J 

91 

a 

■f fl| 



Si a = (fl|.fl 3l u,)6 V. es un vedar de posición cuyo módulo y representación 
¡gráfica ns: 




































WcfKM'éir.v íkí Aplicaciones 



donde al incluir el eje Z se tiene el módulo del vector a = n 5 .flj ■es decir; 





|(a|| = V3 ! + 4 ! =^5 + 16 = V25 


Ejemplo I.- Si a = 0. 4} su modulo es: 




|| 2a-3b|=||2.(2,4)-3ft5) 11 = 11(4,3) -{9.15)|| =||(4-<W-13)||-| (-3.-7)|| 

* 

- jf—S} 1 +(-ñ* = V25 + 49 = V74 

Ejemplo 4 .- Hallar el valor de M ■ 2 x +■ óy - 3 r si c! módulo de 
a =(fi- 2 x f 5,t + 3 z.' 2 y + ¿) c* igual a cero. 

Solución 

Como aeVj y || a ||= 0 =* a = O = (0*0,0), es decir; 
a = (0,0,0) - (8 - 2 j, 5a + 3 z, 2y + z ) de don de 
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S-2i = 0 '' = 4 

„ , „ Si 20 

5jc + 3: = 0 => i = —— -- 

3 3 

[2 j + s s 0 




10 


2 3 


in 20 

Ijjego M - 2i4,i + 6(—) - B + 20 + 20 = 4S 

3 3 


M = 48 


1.7. PROPIEDADES DEL MÓDULO DE UN VECTOR.- 


Sí; v mfican. las siguientes propiedades: 


© || a |j >0, V a vector 


© II a I = 0 


í=> ¡i = 


|| k a |( = [r| Ej a ||* V a rector, re R. 

/-—*■ —I* Ht —*■ -*• —‘ 

(^4/ |[a + b|| S || a |[ + ||h |¡, V a < b {desigualdad triangular) 

De mtisi ración 

© s¡ a = (o,, ) * COiOi =5 a v * 0 v a , & 0 

>4 f- r ~~ T | * 

|| a || = Ja, 2 + íif * 0, corito Juf + a; >0 eíiionces |f a || > 0 

Bn fomna similar si a - (a, „ fl: .¿i-J * (0,0,0) n í? s*0 v tis #0 v cí^*Ü 

|| a || = + flf + ¿sj > 0 w || a || £0 


► ) Si ] a || - O =j d — 0 


-* —* j—;-- 

Sí a =. (£1] ,a 2 ) =5- || a || - v í7 f + flj - Ó entonces 


q 3 ‘+Í3-Í-0 <=> íi,=Ü a ¿i 2 =0 Por (o cauro a = (0,0) = 0 


" o 



















I retares y ahí ApÜCádunés 


II 


En forma simiW si a - fii j ,¿i>, a 3 ) entonces 

¡| a t| = ^uj t tij + aJ - 0 -=^ üf +tí| + a| — 0 n, =0 a a z =0 a .v, -0 


por lo tanto a - (0.0.0) - 0 


) sí a = 0 


II» II = 0 


Si a “(0,0) => lUlhVo^ + Q* = 0 => II711 = 0 
Si ^(ÍUUJI ^ II a IhVo^+O 2 +0 1 =0 => II a || = 0 
Sí a = (p t .a>). r € P entonces; r a = rífir,, a,) - (w,, r<a 2 ) su módulo es: 

|| r a H = ^(ra, T + (rú 2 f = Jr 2 (úí + fl|) = %/? Jflf+óí - | r | j| a [| 

■—t 

Por lo lanío; || r a || = | r | || a |f. 

—*■ 

Si a = (ii|. u 2 ) P r e R, entonces: 
ra = ría, P a ;i dj) = (ra¡.rai,r^j) entonces; 

H r a |! = >íi L ) 2 + írd; ) 2 + iruj r = -Jr-(a[ + O; +ü-Jj 

= sfr- ~ oí + a¡ = I r III 3 ||. Por lo tamo: || r a || -| r 11| a || 



La desigualdad triangular lo demostraremos posteriormente en base a 3a desigualdad 
de CAUCHY-SCHWaRZ 
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1», VECTOR UNITARIO.* 


S»p liorna vector unitario, al vector cuyo módulo es La unidad, es decir a es un vedi 

* 

urinario si y solo si |¡ a j = 1. 


-‘3 4 . -+ 

tjempln.- El vector a =(—,—) es unitario porque ¡| a 

5 5 


-I 


Vlá Í25 
^ 25 “ Í 25 




L9, TEOREMA.- 


Dado un vector a * 0 . entonces el lector u = - es un vector unitario. 


II* II 


Demostración 


Sea a e V, =* a = |^,ííj j ^ (0,0) entomxs: 


3 , Q\ (I- ■ ■ ■ II ü . 

n = -= (—— ,—— I es unitario si |./ , - l 


II a II II a II II a II 


es decir; fl u II — ,l(™— V 

IUII El a II ^l|ajj 2 uf YlUlF 


Pnr lo tanto como j| u || = 1 entonces m es unitirio. 


Un forma similar para los vectores a é \\ 


Ejemplo.* Si a = (.141 ~ |¡ a | ■= •Jq + 16 ±= -J25 = 5, por ¡o tanto: 


-* a i 4 
¿i = ""—=(—,—) es unitario. 
■+,, 5 5 































1.10, DIRECCIÓN I>E UN VECTOR EN R“ 


Cada vector no nulo a = y su representación cunta radio vector le corresponde 


una dirección dada por la medida del ángulo t) formado por el vector a y oí eje 


positivo en sentida antihoriií io. 



Sí 3 — [<3|, tjj ) 



IM1 



3 


II - V u f 


+¿í 


2 


& 2 “ SI 3 Ll seníí 

—¥ 

ll, s || a | : ¡cos $ 


(11 


ademas (Y- <0< 3óG 5 y da ( l) se tiene, 

a = i;ü r e 2 ) = (j[ a U eos y, |L a ||sen0)^| a j|(tO50.sentf) 

por lo tanto»un vector queda determinado por su magnitud y su dirección. 

—+ *-¥ —I 

Si u - a es un vector unitario es decir || ¡/ |¡ = || ll |¡ = 1 


Luego si ti es un vector unitario se puede expresar en función de 0 es decir l 

"4 

ti - fCÜ-SÉ?, SfiEllfl} 

-+ 

el ángulo 0 se denomina ángulo de inclinación o ángulo de dirección del vector a 
OBSERVACIÓN.- La medida del ángulo 0 se obtiene de la forma siguieme. 

Mediante un ángulo de referencia uc y haciendo uso de una tabla de valores se halla el 

C|ñ 

valor de ta con 0° <; ot % 90 ’ para el cual tgcir ss — „ a x * 0 , 


Si (¡i > 0. a-* >0 ^ 0£ 1er. cuadrante 


0 = a 
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a, < O, tj 2 > 0 


a, <0, a, <0 


ti e 2 do, cuádrame: 
ti e !er cuadrante: 


a, >0* a, <0 t=5 6 t 4to, Cuadrante: 


tí - ! m* - ¡x 
tí = I SO® + a 
e = 360 3 - a 



J" 

Ejemplo.- Hallar un vector a de longitud 6y3 y que tiene Ea misma dirección di 
vector que forma un ángulo de 30* con d sentido positivo del eje X. 

Solución 

^ I -} a, 

a = || a |(cos30^ sen3(H - .-) = (9,3 Ví) 



Ejemplo*- Expresar el vector a - O,-3V a) en términos de sn magnitud y su ángulo 

inclinación o dirección , 

Snlnnun 


Como a “1| a || [eos I?, sen &) , de düflde |j a || = ^9 + 9(3) — 36 — ó 

í ti € 4lo. Cuadrante tí = 360* - a 


a 3^3 

Calculando ti se tiene: Ig 6 = -~ =-- 

a, 3 
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donde [gcr=^— = J5 ot--r-60 p 

J 

r 

Luego 6 a 360° - a = 360 a 6Ü* = W 
Por lo tanto a 



1.1 L COMBINACIÓN LINEAL DE VECTORAS-- 

Sea |a, .a } un conjunto de vectores, llamáremos combinación lineal de los 

—+ —i —* 

vectores a,, a. . a B , a la expresión siguiente: 

H> -i -* 

donde Fj 4 $ i»» i í* if* 1 

1.12. DEFINICIÓ N.» 

—I —P 

Diremos que el vectoc a está es presado éfl. combinación lineal dé los vectores h ye si 
* existen escalares re R. la! que: 


a = í¿+rf 



Ejemplo,- Expresar al veL-kir a en combinación lineal de los vectores b y c siendo 

a = {2,2h b =(3,1). f =(-1*3) 




























Eduardo Espinazo Eamoa 


Solución 


Eí vector a es es presadlo en combinan ión 

. * —i —» 

existen ^ R É; d a = a fr+ fl c . 

(2,1) = oe( 3J 3 + |J|-133 - Oct - (J, a + p) 


de los vectores i> y f s i 


de donde 


V? — fi — ? Á 

p “ " resolviendo el sistema se tiene fl = - 
a + 3/3 = 2 5 


2 

5 


4 2 

Luego la combinación lineal es: (1.2) =—(-1,1) + -I, L3) 


1.13. DEFINICIÓN.-1 


Un conjunto (a, ,a 3 .a„ | di n vectores se dice < 1 * son Imuhneiite independíenle. si 

toda combinación lineal igualada al vector ¡nulo, 

/¡ a, + r : + ... + r n a n = 0 t t¡ <= R . i = 1 .2,.. «n implica que f| - r 2 = = r * = 0 

Cuando los vectores no son linea Imcnie independiente ve dice que son Smealmcnle 
dependiere 

OBSERVACIÓN. 

Q Los vectores a , h son lineal mente de péndrente cuando los vectores a y ¿? son 
colineales. 


“H * 1 . fc ■ .1 

^2^ Los vectores a,£ son lincalmenfce indi pendiente cuando los vedores a y o no 
son colinealcs. 
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Ejemplo. 


© Determinar la dependencia o independencia lineal de los vectores a = <2.5.—11. 
h- a-7,0), c* = <0,2, -3} 

Solución 

Utilizando la definición correspondiente, formularemos la combinación lineal y 
determináronlos tos escalares respectivos Siempre que sea posible 

ra + fí^e=0. de donde r(2,5,4) + s(3.-7.0) + itCU, 3.1 = (0,0,0) 

(2r + 3s, 5r 7s + 2t, -r — 3t> — (0,0.0J por igualdad 

2r + 3j =0 

3 1 

■ 5 r =7 s + 2i - 0 resol viendo el sistema se tiene: r - — s J - — s donde s es arbitrario, 

2 2 

-r “2/ = ü 

* 

Entonces a, h ye son IEncálmente dependiente. 



Determinar la dependencia o independencia lineal de los vectores a = (1.1.1), 

í-a-ui), í=( u:-!> 

Solución 

-+ —* —i 

En fomia similar líJ ejemplo anterior expresaremos a los vectores a.k y e en 
combinación linea]. 


—* —* —* 

r a 4- s b+í e = 0 de donde r(l4 ( 1) 4- s(l>-1 f l) +■ l(1,11) = (0,0*0) 
(r f s + L r - s + I* r + % - i) = f0.0.0) por igualdad, 
r^-s + l - f) 

■ r-.r +; - 0 resolviendo el sistema se tiene: r = s = t = 0. 

r-t-s-i = 0 

L 

,_i —* —* 

Emonces los vectores a. b y c son lineal urente independiente. 
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1.14. VECTORES F1 N J.íAMENTALES.- 


Consideremos los vcetnres fl.Ol )' (0,1) en V,al cual deuotaremns asé i =(!.0|, 

Hh 

j = 10,1> estos vectores son unitarios y .se representan a partir det origen de coordenadas, 

situadas, sobre los ejes coordenados en sentido posilivo al tic los ejes; a estos vectores Se 
les denomina vectores fundamentales. 

Todo vector de se puede expresar en 

combinación lineal de Iris veciores 
— 1 ^ 

fundamentales r={L0j, /=(0,ÍJ I-*- 


'■ í =<o.i) 


Sea i e V 2 => a - íjTj é .^) pero 


a - {:í| ,fl 2 ) = (d[ ,0) + (0, a 2 } = [!,(]. 0) + n-, íü. 1J 


0 


X 


i =(0,1) 


de donde; a = a i i +a. j 

■ —* —¥■ 

A Los números se denominan componentes escalares de a y los vectores ’ «¡ i . 

—* ^ 

«i- j se denomina componentes vec loria íes del vector a . 

En forma similar consideremos ios vectores ( 1 , 0 , 0 ), ( 0 , 1 , 0 ) y ( 0 , 0 , i 1 en V$ al cuál 


— 1 —f 

denotaremos así; i = (L0,0), / = (0,1,0), k = íO,ai) 


( ;scos vectores son unitarios y se representar a partir del origen de coordenada*, situada 
sobre los ejes coordenados en sentido positivo jL de Ins ejes; a estos vectores se [¿s 
denomina,vectores fundamentales. 



Z 


a — (ü, .o-,, Oj), puede expresar se corno 

combinación lineal de )oí vectores 
fundamentales. En efecto; 


k = (0,0,1) 


j *{0,1,01 


a - U¡, . o,, c;,,) = (n,. 0.0) 1 (0. ¿ 2 ^ 0 )+(0,0, aj) 


?d,a,o.o]+fl ; (0,1.0)+d 3 (O t oj) 


>: 



Y 
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a - a, í + ü-, j + í?j k 


Ejemplo,' Expresar el vector 2a-b como combinación lineal de lo *¡ vectores i.j y 

—* —p —f —V —» —‘ — 1 ’— 1 

k , siendo a = í - j + 2 k , b = 2 ¡ - j + 2 A 


Solución 


2 á - fr = (2 i - 2 j + 4 jfc) - O / - J> 2 í - } = - j + 2 Jt 


2 a-í? =0.i+ [ - 1,1 j+ 2 £ 


1.15. PHODüíTO ESCALAR DE VECTORES-- 


El pj Aid uceo escalar co producto interno) de dos vectores a ; b e*iá dado por la surca de 
los productos de sus componemos correspondientes. 

■4 ■+ —* _* 

Es decir' Si a , b % a = (¿*| .üi ]» h = (/), *fr¡) 


ti - h - (ü l , a 2 M^'i, í*:) - 6] + ttt'h-z 


St a, t V- a —(íi|, íítp, i < h - (^^1^3) 


)4A i ih >h > “ a í 4 £í 3 + a 3 A 


En cene mi pura a. .*• € se ti ene r 



Eje m pío, ■ Sí a s (2 J, 3) y h - (l 2 J l entonces; a. b - (2,1.3M J. 2,1> 5= 6 + 2 +1 = i 1 


O USER Y ACIÓN,- F2 produ cío esc al ar de d os vectore s es un n di ñero real. 
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1.16. PROPIEDADES DEL PRODUCTO ESCALAR DE VECTORES** 


Considereitios tres vectores a. b. c y re R mi número real cualquiera: entonces: 


0 


a . b = b. a 


“*-*-*■ -* Hh -* -i 

Qy a (h+c)sa.ti+i.c 
(j) f b+ c ). a = b. a + e. a 


2) ir á >, h = r.(a r b ) 

© lili =1 


a. a 


® lia 11“ — a a 


Ejemplo.- Sí |fa | j - 7 , || b || = 3 y a . h -.-4 . Hallar M =ílla + 3 h t i 2 a + 1 b 


Solución 


M = (11 a * 3 b).( 2 a + 7 b ► = 11 a .1 2 a + 7 h h- 3 b .(2 a + 7 h i 


~ 22 a a+ 77 a,b+6a ,b+21 b h ■22!|a!l“ iS3a.b + 21| b||- 


= 22(493 + S3(-4) + 21(9) = 1078-332 + 189 = 1267-332=935 


M = 935 


L17, VECTORES PA RALEEOS Y ORTOGONALES* 


a) Dos vél-iotes a y b son parale los í a || b J si uno de ellos es igual al otro vector 
multiplicado por un mí mero real, es decir: 


o || b $=? iri R tal que ¿l - r.h 


Ljemplo.- Sí a =(2,3) , b = entonces a||b « r = 2. ral que a =2.h 


Ejemplo.- Los vectores a =(2,3) y b =(5,3) no son paralelos porque 3 re R, Lal que 


—I —> 

a = r. b . 
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OBSERVACIÓN»- ti vector nulo 0 es paralelo a iodos los vectores, en efecin: 

—* —í -t —t “f 

0-O a. Va vector, lie R, entonces: a y 0 sonparalelns. 


COl'iSECUENCIAS,* Si a>€ V„ entonccs a ¿ M-,, a 2 ,...., a n \, h == {b¡,b, , b n ) 

ahora si íi, y h t son difcrcnlLrs de cero, se tiene de 3a Igualdad. 

(tfi. ít = 1 = ?d¿i| ./>,. b M ) de donde a y -)Jb\ „ <r* = Xh 2 . a¡, - ..... íJ„ = 


Luego tenemos que; 


^ fí| £?■? 


*i h 


es decir si a||b entonces existe proporcionalidad entre tas componentes 
correspondientes. 

— * — «• 

Ejemplo.- Determinar si los vectores a =(-6,4,10) y h = ¡9,-6,-15) son paralelos. 

Sol uelón 


Si a 11 h =» de he ex isti r propone iona t id:i¡l entre las compon entes ci irresp* mdicn te s: 

6 4 10 2 * - ’ , . 

4 - ■— = — -- = —=* , Luego a y h son paralelos. 

9 ó 15 3 

CRITERIO DE COLINEATJDAEL- Un conjunto de punto A,D¡ y C son colineales si y 

sólo sí pertenecen a una misma recta. 

— L 


AeL 


BeL 


C€L 


Por lo tanto, lomando de dos en dos se obtienen vectores paralelos. AB ] ¡ AC 
Ejemplo.- DclcnmTiur é los puntos AÍ3J ,-4), 6(2.2,-2) y C( 1,3.0) son colinea les. 

Solución 

Los puntos A. B y C son col incales situados de dos en dos se generan vectores paralelos 










32 


Eduílrdu Espinurú. Ru, 


AB = B-A = <2.2.-2)-(3,1.-4) = (-1.1.2) 

AC =C- A = íl,3,0)-i'3.L -4) = (-2.2.4) = ZÍ-U2) 

BC = C - B = íL3.0)-(2.2,-2) = <-U 2) 


Luego AC = 2 AB => AC y AB son¡ paralelos 


BC - I AB =:■ BC y A/i son paralelos 


Luego leu plintos A r B\ C son col incales 


b) Dos vectores a y b son ortogonales si se verifica la .siguiente relación. 


a + b II" II a- b 


así por ejemplo, los vectores a = (a. 0) y b - (Q.fr'1 son ortogonales, en efecto; 


a + b || - | (a. 0) + í ü, b) || = fi| (<?. fr) fl - + fr‘ 


:.(II 


I- b II = I (fl,0)-<aw II - II (fl T -¿>)II' •jd^+i-bf = +b ... (2) 


Comparando ( I } y (2) se tiene: 11 a - b || = || a - h || 


si los vectores a y b son ortogonales entonces denotaron ns por a 1 h , es tice 


alfr || ¿+b I)-. || a- b [| 
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1.18. INTERPRETACIÓN GEOMÉTRICA DE LA ORTOGONALIÜAÜ 
DE VECTORES.- _ _ I 

—¥ —¥ -* 

Como Jos vectores a+ó y a-6 son I as diagonales 

-* —fi 

dd purnldogramos cuy os lados son ay b , entonces si 
-♦ “* 

los vectores a y .Ib son ortogonales esto significa que 
d para le logramos es un rectángulo, por lo Lauto sus 
diagonales suri congruentes. 

II flTÍ | = | a-MI 



Oleo modo de interpretar la ortogonal idad 

—■ ^ 

délos vectores a y í> es: 


1.19* TEOREMA.- 


a * b / 
/ 

/ 

i- 


\ 

V 

T \ a + b 


-t 


¡n% vectores ay b son ortogonales sf y sólo sí a.b-Ü 


ncninstr.ii'ior 


i} Sí a 1 b ^ a.b -0 (pordemostmr) 

—* -t ^ ^ 

por hipótesis se ü<me que ay b son ortogonales entonces ||a+A||~||a-ij|| (.por 
definición de ortogonal idad L 

Luego | a + b | _ - || a- b||~ desenrollando los cuadrados de la igualdad se tiene: 
|| a \f +2 a .b +||b|p = |ja ¡f 2 ¡>. b +||b||" de donde 4 a, b =0 =* a.b=0 

^ —i —^ 

ii) Si a. b—0 =* a (por demostrar) 

Comoa.b=0 =* 4a.b = ||a+blj : - ||a-b|p 


De donde ¡jan- b \\~ -||a-bjf => lj a+h || -1< a-b 
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esta relación nos indica que los vectores a y b son ortogonales (por definición de 
ortogonal idad) 


© 


Ejemplo.- Determinar cuales de los pares de vedares dados son ortogonales, 
a-(l.“5,4h A = (-L3,4) 

a.N(] ( - 5 , 4 U-U, 4 ) = -l-l5 + Hi=0 entonces a y h son ortogonales, 
a = [2.4,3) y í = {-2,-34) 

-* -+ 

a' & = 1 2.43l .(-2.-.VI) 55 —4 - 12 + 3--13 entonces a y tío son ortogonales. 

1 , 31 ). TEOREMA.-! 




Los vectores a* b son ortogonales si y solo sí |j a + b ||‘ = |j a ||“ +1| b || 
U demostración de este teorema queda como ejercicio para d lector. 


,2L PROYECCIÓN ORTOGONAL Y COMPONENTE. 


Considere mu * dos vectores a y ¿ no nulos, construyamos un triángulo rectángulo cují 
hipotenusa sea d vector y su base sea el vector r. ¿> (donde r ñ Rl paralelo al vecin 
b de modo que tos lados del triángulo quedar á representado asi: 

Hipotenusa al vector a y por cátelos a los vectores r¿, c = a r. í> donde r i b 
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—i -* ■ » 


Como c J_ b O lo que es lo mismo; ( j - r,h)± b => (a - r, bi>b — Q entonces 


a \ b- r || b II" = 0 , de donde r = * — es d único número real, como c 1 b t significa 

H b || 2 


que 


—m 

e] triángulo cuya hipotenusa es el vector a tendrá por cátelos a los 


¿I ih| —g ' jL 3 _ í? 

vectores l ■ .b , a-'—, En consecuencia: al vector —- ,b que es paralelo al 

—* -f „ "* 

|| A li¬ 


li *> Ir II fe 


"P 

vector h llamaremos proyección ortogonal del vector a sobre el vector h 


a b -* . . a.6 -d.h b 

Ai vector — : — .h expresaremos en la forma Mgmcntc: — —. P ={—^b — — , uu 


l¡ b r 


b f II MI II MI 


« ~* 

donde —— es el rector unitario en la dirección del vecior b . en tamo que cJ número 

II II 


t i fy 

es la longitud dirigida del vector proyección, al número — llamaremos 


IIM 


MI 


componente de! vector u en ia ditección del viMior ó 


1,22. DEFINICIONES. 


p W r 

I) Sean a y b dos vectores» donde h.¿ 0 , definimos Je proyección ortogonal dd 

—t * m m 

vector a sobre el vector b y los representamos dd modo siguiente: 
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-* "• —* -* 'á h 

¡i) Sean j y ^dos vecinrcs* donde i) í 0. al n¿mero —f— que es la longitt 

11*11 I 

dirigida del vertnr proyt Je llamaremos la componente del vector j en h 

h■ 


dirección del vector b y denotaremos a&f: 



1.23- RELACIÓN ENTRE PROYECCIÓN Y COMPONENTE.- f 


—r — F — jr —r 

Consideremos dos vectorea a y h donde h * 0 por definición sabemos que: 


; a.6 2 

provl = - Jr 

ti 


31 MI 


al vector pruyt expresaremos en la forma siguienie: 

ir 


j A,b "* (a.¿p) h ^ ai 

proy . -—, h = ——— -. como cu mp* - 

* II* ll ! ti*11 11*11 * 1*11 


En ¡Offices >,l tiene: 


proyi = (enmp 1 .).- 

" * ||* ti 


-* -+ -0 

i) Si la cómp J > 0, la prvyt y h tienen La misma dirección. 
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ii) $i la rflwji 1 , <0, la pray B . j b ticaen difccriones opuestas. 

ifr h 



üi) Si ta c&mpt = 0 quiere decir que al¿ 


observación.- Lj diferencia entre proyección ortogonal y componente radica en 

que la proyección ortogonal es un vector y la CücnpuiteiUe es un 
número real. 


1.24* ANGULO ENTRE DOS VECTORES,- 




TEOREMA.- Demostrar que el ángulo formado entre dos vectores a y i> no nulos 
corresponden a la siguiente relación. 



Demostración! 


Como a y b son dos vectores no nulos y (J es el ángulo formado por estos dos vectores 

—n 1 jfri 

Í0 ■= ¿f(a. ÉhK de modo que el campo de variabilidad está dado por 0 < t) < n. 
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Por definición de componente cabemos que: 


/ 7i.b 

compl = -- 


b 


II MI 


|| b ¡| cürttpt = ll , b 
fr 


...u> 


del gráfico se sabe que cosí? - 


contp ' 


IUII 


de donde comp 1 
h 


-II a II eos-0 


r>* 


—r —w m p 

reemplazando p) én (1) se tiene: |í a Jj] b || cosí? = a , b 



Ejemplo,- Dados los vectores a - (43). b = (1,-1), Hallar; 


#1 La proyección de a sobre b 


h) La componente de a en ]a dirección de b 
c> El ángulo en lie los vectores propuestos, 


Solución 


* a i, -* J 11 

a) proyt - ■ ■. b =-(1,-1) = —: 

‘ II * i 1 2 2 2 


b! eempi - - " =-L = — 

‘ * AHI Tl 2 


O 


a h 1 1 

——— = —p =* B=arccos(— 

II a IHOII ^ ^ 


COS0 = 














f ttfi/ftv y .tus , y pitea dones 


3<j 


1.25, LA DICSIGl AL DA 13 DI. CAICIIY - SCHWAtt/,,- 


TEOREMA*- De? m osi ira r que: para todo vector & y b se vori dea la siguiente 

relación, | a . b (<¡| a || .¡| ¿? || 

Demos l faetón 


Ve remos primera para el caso en que a f t b 



Por Pítá^orm de] grsíteo ?o tiene: 

\ prtjy 9 ' Ií ? =11 a II 2 -\\ c II 2 <11 a || 2 , Lo que eí lo mismo 


|| prcjv * ||<| a [* además ít . b ^|| b \ comp ", 

^ í> 


-i 


—► -* 


a . b ! - ]| b ||.|| eomp'\ j| < i a || . || h |] por lo tanto: | a . * |cE a \ || b \ 

h 


ahora veremos el casu tu ando a |¡ b es decir; 

-i —► —* 

Si h | h =? 3 re R i al que a-r,£ 

U ■ A H (r ti b 1=1 <• ¡. !¡ ti I," =|| r b ||. || A ||=|| « 

—t —i* ^ -í 

por lo tanto. | a ,b \ = | | a |] ,jj b || 


— (D 


... 1 , 2 ) 


a. ó |á|| & |l -II M 


! l:cüo de (I) y (2) se tiene: 
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Al'LICACÍÓIV.- Como aplicación de esté teorema, demostraremos la desigualdad 


triangular. 


lu+Aijsjií ií --[mi 

II a + ¿V=|| a|! 2 +2a.¿ + ||¿|| 2 £||3*|| 3 h- 2| a j ,[| ¿ (1 + 11 b\f 

j a+ b !r £|| a || 2 +2 1 | 7|I4 b || +|l b ¡| 2 , de donde 




J a+£ II <(|| a ||+ || b II)- por lo lauto: j| a+ b ||<|| a || + || b || 


OBSERVACIÓN^ Cunsidereraos ei vector aeF, => a ~(a u tt 2 ) definiremos un 
vector ortogonal al vector a a] cual denotaremos por a i cuyos corrí ponentes son 
J y que es obtenido aplicando un giro de 90 sobre el vértice del vector ;¡ en 


w-ntido anl i horario, d vector a x - ¡i ü 2 .¿í, i asi definido es ortogonal al \ edur a . 


—* 

tin electo: a a'=(ri,, ¿í : >.I -a 2 , a l ) = -¿/, u : + j,= 0 

—^ _ —f —i 

Luego a . a = 0 ala 1 



Ejemplos.- Sea a -(-13) => SU ortogonal es a 2 = (-3,- f) 

-* S . 

.Sea a - (2.3) ■=> su ürtngonal es a ~- (-3.2'l 


_ 
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1 . 26 . ÁNGULOS DIRECTORES, COSENOS DIRECTORES Y 
_NÚMEROS DIRECTORES- -- 


Sea a e= V-- entonces- a - >A\ ) 


Z 


a ✓- 



X 


Definimos los siguientes ángulns: a = ¿ { I. a i. = a ). y ~ á. í *, a ). entonces: 


a) A los números .a? se .l#s I lamí números directores de I vecior j ■ 

Hli 

b> A los ángulos ct* 0. y formados por los ejes positivos y d vector a , ^ les llaman 

«+ 

ángulos directores del vector a 

Los ángulos directores loman valores entre fX y I80 c es decir: Ü : íüt, fJ 'í< 180 o - 

C) A los cosenos de los ángulos directores se les llama cosenos directores del vector 
a Es decir: eos ct. eos p, cus y 


Como a = Zí i. a) =* eos» = 




¡I7MUII IUII 


=> fl 2 =|f a II cus0 


y = j£(*,a>=> cusy 


|| * MU II IUII 


=|| a || cus Y 
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—P “T “T 

cuino a = íí^. [jj.íijl = MI a II eos¿r. ||a||cos/L || a ¡|eos y) 


a =|| a |fi(cosa, eos $, tos y) - tomando modulo en ambos lados se tiene: 


|[ a II-II a IIi/cos' a-eos"^ + eos- y 


/. eos" a+cos 2 P+cos" y — 1 


1.27. AREA DE: TRIANGULOS Y PARALE LOGRAMOS*- 


Consideremos un paralelogramo cu vos lados son los vectores a y b 



La altura dd parale logi amo es; h = || c ||=|] pn>\ i |¡ = ¡j comp i 

b ^ b~ 


como área dd paralelogramos es: A e ha*£ x altura -|¡ b | || ramp J j| 

Jftp 


A = II * B !L^±_ll! pero rt|=|*-i 
II* 4 


4 a .h J j 


En consecuencia el área dd triángulo cuyos lados son los vectores a yí esta dado por 
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Lj^mplns*' 

0 Hallar el área del mánculo cuyos vÉniees síw los puncos AJ.-3.-i, C(4„S)„ 

Solución 



1.28, PRODUCTO VECTORIAL - 

Para calcular llci vector a ortogonal a otru vector a eft R~ s-e definió en la Corma 
siguiente. 

Si a ={a v o,) =5 a 1 ={-fl- I .íi|). que se obtenía de hacer girar al vector a un 

ángulo ck 90* en sentido antihocario. 

Pero para el caso de R a un vector a su ortogonal no se define por a puesto que, 
para un vector Fijo a * 0, exilien mfmilas direce iones en las qüO ürt vector b es 
ortogonal al vector a 



X 
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Por lo (amo definiremos una Operación entre dos vectores a \ h en R'. de tul muriera 

—» —!■ 

que resulte nn vector que sea perpendicular tanto al vector a como al vector b . 


1 . 29 , DEFINICIÓN. 


Considerar dos vectores de . a - (íí, ,o 2 ,a 3 : : b = (b^b^bj ) entonces, el producto 


vectorial de ay* se define por: a xb ={a 2 b¿ u\b 2 , ayb^ -at v o,*, - a 2 b. > 


Ejcniplo.- 


Seán a =(L-10) y b s (1,3,2) 


a .r b == (“4—0,0-2, 3 + 2) = (-4,-2,5) 


a , a .t h — [ 1, — Ü),(—4.,—2,.'>) — + 0 — 0 


h . a a b - [1,1 2)l(— 4*—2,5i - —4-6 + 10 = 0 


como se puede observar a x b es ortogonal tanto a a como a b. 


1*30* PROPIEDADES. 


Sean a, b , c e ^, reR 


© ñjrjh es ortogonal tanto a a como a b 

/N, “* “* * —* 

(^2) ¿ x b = -b x a {el producto vectorial nn es conmutativo.) 


3) (r\ a)x éi “ r,fa jrí>i 


4) a x{b+ c )- a xb + a a c 


5) a x(b x c ) ?t {a x b Jjr c 


© 7,U 


i j k 

íl| i ¡2 Cí 3 

h t by ¿Jj 
















Vtct&rcf y i-fu Aplicaciones 


4 ? 


1 :l dcnií»LrdjLÍ 6 n de Citas propiedades son directas mediante La definición. 


i =0,0.0) 

—» 

jf - {0.1.0) Vectores fundameíitales del espacio 

¿ = (o.ai> 

usando la definición de producto vectorial obtenemos: 



... (*) 


i x i j x j = k r k = 0 

—■ —a • —i —i 

i x j = k = - ji x i 
—* —& 

/ -t ir = í = - Jt X j 

■+ -1 H - ■+ 

i: li - } 1 xk 

—I- —* 

usando las propiedades de ( [ ) obtenemos, la definición de a x b . 

~t —* —I —> 

Es decir: Si a =(a, ,<í 2 ,03)“0, i+¿r 2 j +a i ^ 

fc=(* l .i I .^)=b, T+t 2 7 +* 5 i 

-f -i 

a a i? ={,£!] i+íi 2 ; + £?, i-h 2 j + t ij ít) 

= n¡ í r<7í| í+hy k)+ci 2 i x(b y ¡ + b 2 j+hj 4)-k <3 3 J; xib y f+bi /+/h ¿r) 

= c3tí? 3 i x i+G } b 2 i r i jrJr + flTbj j x i+a z b 3 j x j + 

-+ -+ —» —< -* —► 
+ flT^ } r fr-t-ri,*, ¿ * ; + tf 3 fr 2 A .i > + u^3 * -t t 

- a y b 2 + y) + ei^fr] í- + tfibi í+ fl*£|t — i) + ¿i 3 Aj j 
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J JT £? = ( ti 2 ) f + (íí j£í j - tiby ) j + (ü]6; - á-#¡) k 

= i'lí-¿ r j by uyb | - ¿i L í?j „ u } b 2 - utb t ) que es. e ¡ producto especado . 

De igual manera podemos obtener desarrollando el determinante de tercer orden 
pro-puesto en la propiedad (fi), 


i j ¿ 

a x b ^ (i, a 2 a 3 

¿i 


= ín : 6j -tí 3 ih ) / - [.fí|6, - úfi, ) + (ffjÉs } i 


= Í¿? ; Í>I - Jji>!) i + (iíjA| - a. b 3 ) j' + kíj/> z -g : b t ) ir 


Esta propiedad es muy importante, porque permite calcular el producto vectorial sin 
necesidad de recordar la definición. 


Ejemplo,- Sean a =(-2,1,4), i? = i2,1,3) entonces.: 


a jf h - 


/ j k 
-2 t 4 
2 1 3 


= (3-4)í-{-6-8) j+(-2-2)t 


a j 6 =- i'+ 14 jr-4(r 


OBSERVACIÓN, 


El désairolío del determinante de tercer orden es corno sigue. 


fl] 

h\ 

a 2 

íh 

h 

= □, 

b 2 

h 


fcl 

*3 

+ Ü-J 


th 

c \ 

C 1 


r 2 

<1 

r l 



f. 

r 2 


este procedimiento se denomina, desarrollo por menores complementa nos-de La primera 
fila y es la técnica recomendada para calcular el producto vectorial. 
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OI. TEÜIUMA,- 


Demostrar que: |¡ a x 1 1=|| a ||.j| b || sen# 


Donde 0 es el ángulo entre los vectores a y d : 0 <, 6 < n 


Demostmiuin 


Hh ^ —■ ** ^ Hh 

Sean a, fr € V, => a = ■ a¡. ú 3 ,«j) y b = tb¡.,fls, ) por definición de a x b tenemos; 


a jt b - [íi,^ — ri 3 á> 2 fc (J 3 Jbj -ú,í» 5 . d,6n -ú 2 b y \ 

l 

|] a x ¿i ||= r + [<í^ - r + < afa - Y 

p p 

¡] a xb ¡I’ — tu-b\ n^h-- ,1" + Eí/^/?ií — t" - + {ayó'2 “¿f 1 r 


efectuando operaciones en el segundo miembro y fac torteando se tiene; 


II a X b II'— l£i," + £i? + tij )0y + + fcr .) - Icfr b, + uvfrj + íIjÍÍti )' 

Ha xb || 2 =H a |¡ a || b |p na ,br (11 

pero a . b H! a 1|.|| b || eos 9 * de donde: (a.b>' =|| a |H| b I) 1 ' eos' & ... (2) 

ahora reemplazando (2) en (l) se Tiene: 

II ■ * h tí = !|í t*| í f - II í |f| b || 2 c* ¡ 6 

-II a |P|I b |p (I -cos- fl)=[| a |p|j b || : ¡wn 2 í? 

■= H* m H - j, 

de donde: |¡ a x b Ir =■ (II a ||. II b || sen #)", por tanto: 

NOTA.* 

—f —# 

Cual es el significado geométrico de || a x b ||. 

Consideremos un parale! ogramo cuyos lados son los vectores ay b . 


a.* HIHIa II, II * II senff 











48 


Eduardo fispinoza Ramas 


© 



1.3 altura h es igual a: |j b || sen 9.« decir: 

h =|| b || sai£) . :¡dc!iiiá* el área de un paralclo^T3Tni:i es: \, - (base) x (altura! 

A - 1| a ||. || b || sen $ a x b |[ =& A= || a x fr || 

por !<i tamo |j a a h |’| es ¿3 ¿rea del paxfllelugráitios fnrnsüdn por 3n* vectores u y h 

Kjeinpl(»H- 

Hallar el área Uel ptralelógramos Formado por tos vectores a = 1 1„1,7) y b - (-2,-4,3) 

Solución 


a x b - 


i J k 

\ 3 7 

-2 -4 3 


37 f-17 j+2k 


A *1| a üb || = «/i37r +(-17)" + 2' 
A = -.^662 ií“ 



1,32, TEOREMA.* 


Demosliai ijtje di>¿. votriurcs a t e Vá paralelos si > solo si a x b - Q 


























Ve ciare \ y su\ AjjÍícü donen 


4M 


KLTriustfadón 


i> Si a || H =* ¡i x b = O i; por demostrar) 


como a 11 b < (a. b) ~ 0 o o re => sen = sen it — 0 


pero |1 ú x b ||— ti a || || b |¡senO° = 0 ^ |jasb||-0 


]¡ a x b ||=0 =¡* a x b = 0 


—V —r —t . —r 

U) Sí i xh-Ú a||b (pordemostrar) 


como a x b - 0 


a H ■ I! b 1| sen 0 - Q 


además íi*Q, ^ ||a||*Q. ||í>| : *0 


Entonce* |i a II |j I? I¡ sen 0 = 0 ^ sen 9 = U =■* G = 0 o o ic 


Por 3o Tanto, a y h son paralelos. 


_ ^ —■ 

Ejemplo.- Dados ios vectores a = C-U>3) * h = [-2 3J ¡. ¿Son parólelos estos vectores? 

Solución 


Si a i b í 0 =í a Jj h , entonces. 


a k h = 


i j k 
-1 2 3 
-2 J 1 


= -l i -5 y+ A 


a x t = -7 i-ó j + í: a y h no son paralelos. 
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133. PRODUCTO MIXTO O PROPUCTO TRIPLE ESCALAR.- 

—i -i —* -t ^ 

Sea a,b y c tres vectores de T al producto robeco de a. b y t que denotaremos 

1-i-t -+ —i -+ 

ptjir [a b c | se define como d pro-duelo escalar de a y bxc , 

Es decir 

íl-> (3.^ 

fe, 

C 2 C 3 

134. PROPIEDADES DEL PRODUCTO TRIPLE ESC A LAR. H 

^ "#• 

Consideremos los vectores a.b.ce entonces se verifica: 

© 


[ibc]sí.(b*c)ab,(cJia)sc (a x b > 


—y —r —~ —r —t —r ■—r —■ 

[ a b e) = a.(b x c) = | b x e t comp : 


tí 4 f 


|ü h l 1 = [L" a h ] =} b e a | 


Ea bc] = a.bxc = 


Cy 


Ejemplo.- Sí a =(-5,1,3), b = (1.3,-1) y c = (-2.1.3). entonces 


[ a b c ] = 


“5 

1 

-2 


1 

3 


3 

-I 

3 


= -5(9 + 1) (3 2) + 3(1 + 6)- -30 


mediante el producto mixto, se puede describir Ea orientación de íi! , (tal como se observa 
en los siguientes gráficos). 
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puüiiivui (LEVOGIRA), 


La t icc'na indica la orientación 
Negativa (DESTROGIRAl 


En general: Si [ahc]>0, entonces decimos que j.b,e ¿siai orientados 

-+ —^ —+ 

positivamente y que los vectores pwy* . y bxc tienen la misma dilección, os decir 


b tí 


que ios vectores a y h x c están en un mismo plano P que contiene a! paralelognnmij 

-4 

formado por h y c . 


-* — ■ ■ 

Si [a b C¡<0. entonces decimos que los ves lores a.b.c no esinn orientados 


positivamente > que los vectores proyl , y ¿ir tienen direcciones opuestas.osea 

* X C 


«t 

que los s ectores i y h x c están en el lado opuesto del espacio con receto al plano P 

—« Hl- 

que contiene al paralelogramo formado por bs ■> ectores y c . 
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135 , VOLUMEN DE PARALELEPIPEDO. 


Con Aderemos el paralelepípedo formado por lo* vectores a,h ye. 



h = (Jíntra =|| proyl — 1[**:| tewwpü . | = tomp*. per que c&mp l . _>ü. entonces: 

tíf & jt r Jt ¿c tur 


V = || b j v |[ comp\ , = ¡I h x r |[. ----- -— - 

i*«i 


hj¡ f 


t » I -# . i- 

V - ».(bxe)s[á he \ 


por ]» lanío si | a h c | >0 =a | a h c ] representa el volumen del paralelepípedo rfe 

•+ -* -* ■*+-»-» -*-*-* t 
aristas a , b y c para el caso en que j a b c J < 0 entonces V = |[a b c]j ese3 volumen 

del paralelepípedo. 


Ejemplo-.- Determinar el volumen del paralelepípedo cuyas aristas von los vectores 
a =(Zb,-4\. b *(1,2,7)' y c = (2.4,3). 

Solución 


- # —i -* 


V = || a bc||*| 


2 6 4 

12 7 

2 4 3 


|s|4h|=¿46 ti' 
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fl.36. VOLUMEN DEL TETRAEDRO, 

—i -t -+ 

Considérenlos el tetraedro formado por los vectores a , b y c , 


■ I — — 

h -\\ proy J -« ||, A = orea x base - — || b x c 

N.íf 2 






1 

v = Hí7re¿í .v fcweXafrHro) 


^ = ¿ II -1 P"?V* 

322 ¿jí 



o h tf 


] a .( b i c ) 1 j “> 

= “I! ^ x c I! — ; “ = - a .i b k c } 



Ljemplo.- Determinar el volumen del tetraedro cuyas aristas son los vectores 

-—■+ —i -»+ 

a = (243), b = (-3,0,6), c = (43,-6) 

Solución 



■■ it* 
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1.37. EJERCICIOS DESARROLLADOS.- 



Duüus tos pimíos AH 1,-5,4) y Bi-57.-1 L Hallar Las componen tes" de los vectores AB v 

--fr 

BA , 

* Sulüdón 


Lie I j interpretación geométrica de un vector se tiene 


AB = B - A »(-5,7,-D - ( I I,“5,4) = (-16,12, 5) 


AB ~ (- 16 , 12,-51 


ffA = A B = {1 Ú— 3 , 4 >—(- 5 . 7 .- 1 } ■= 116 ,- 12 . 5 ) 


BA ~ (16,-12.5) 



Hallar el punió B con cf que coincide el extremo tic! vector a = (13,64,5) si su punto 
iniciales A(-8.12.-6) 

Saltación 


Como a - AB = B - A de donde B = a + A 



B = (13,64,51 + !-8,12,-6} = (13 - 8, 64 + 12,5 - 6) = (576,-1) por 3» tanto 6(5,76,1) 

Si a = ú,-12,4 i t hallar el valor de x sabiendo que el módulo de a es 13. 

Solución 


Cnmo || a |f * V*' + 144+16 =13, de donde x +160 = 169 entonces x 1 =9 y por lo 
tanio x = 3 o x = -3 



* r_ 

Hallar el vector que tiene la misma dirección de] vector b = (5 t -2,4), sí ¡f a jj - 9>n ( a 

■—^ 

es d vector que tiene la misma dirección que b ), 

Solución 


Como 


a y tiene ti la misma dirección entonces 




















Vectores y sus Aplicación ti' 


55 


Como * = í 5,-2 4> =» B b || - % ( 25 + 4+■16 - J45 - Wü 


— ^ u = ¡|aÍ^=9JS 

II MI 


(5,-12.4> 


a = 3(5.-12,4> = (15,-36,12) 


,\ a = (15,-36.12) 


(5^ Si A. B y C son puntos de una misma recta, hallar el vector AC sabiendo que B ve 


encuentra entre A y C dónete Ai5,4,5 ] y Bt. 2,2,7} y ¡ Ai II - 5 

Solución 


AC AB 


Como AC y AB tienen la misma dirección entonces 


U AC || ¡\AB 


AC =|| AC II 


AB 


Perú AB -B- A = i 2,2,7} (.3.4.5} - i-1-2,2) 


II AB || 


De donde |j A/í ||= Vi + 4 + 4 - v9 “ .1 


— ,,T^„ AB e (-K-2.2) 
Cumo AC = || AC f| -5-— 


AB || 


5 


— 5 IÜ 10; 

ac=( ___ t . t ) 


-t 

(T) Determinar para que valores de x e y los vectores a ={- 2 . 3 , y) y ¿=(a.- 6 , 2 i son 
páratelos 

Snllnriñn 

Si a |j b => d X e K ¡al que a = A b al reemplazar por sus componentes se tiene, 
f-2,3.y) = Xtx, 6.2} de donde U = -2 , -62 = 3 . y = 2K 




























Eduardo Espinóla fiamos 


Luego 


•v—r = 4 


7 = 2<-|)«-l 


Por lo Tanto lo^ valores de x -e y es; x. = 4 „ y - -1 


Sí a =(jt + L 3¿r-2) y ¿ = (1 -jt s aJ. Hallar * para que a + 5b sea paralelo a 

■+ 

c “(1,-T) 

Seducion 

a + Sfc «<jc + L 3ür-2>+5(l-Je,Jr> = <6-4JC. 8x-2i 
a+5 í »(6~4**8¿r-2) 

i 

^ [ — 4 . 

Sí a+5 b || c 3 A. e R [ai que- a + 5 b * X c , de donde: 

(6 - 4x, Bx 2) = X< 1 .-7) por igualdad sé tiene: 

, 2 - 8 * 

6 - 4a = X, Rx - 2 = *7A entonces A = —— 

2 - Bx 

igualando se tiene: 6 - 4x = —-— ^ 42 - 28\ = 2 - Sx 

7 

40 = 20a de donde x = 2, 


Para que valores ¡le "V\ los vec lores 



b-lai+H)-k süíi 


ortogonales 


Solución 


Sí a±b íi mogona les} — s a.b = 0 
a . b =■ ( 0 ,- 2 , 1 ) 420 , ó- 1) = 2r? 2 - 2o -1 = 0 


i ±v5 

a = - 


son los * alores de a. 
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llulljr ¡¿ls coo¡ llenadas de los vetítonís ÁB \ ÍÍA , conociendo los punios A{3,-1.2) y 

VA+t,l.U 

Solución 


ÁÜ tf \-i • 1.2.11 i.Y l.2)-<-4,3.-i) 



(-4.3.-]) 


ñA =A-B = y£- l.2i-i- !.1 I»=m4-3.I) 


BA =(4, 3,1) 




*1 

Los cxininm del vecitir a -{3,-14) coinciden con los puntos K y M, Deiermtnar las 


coordeiiadaí del punió N, sjbkndu que el punto Vi es el origen y sus coordenada* son 


(1,2.-3). 


Solución 


-* —-r 

í - MN = N SÍ = (x. y, 3 ) —(1,2,—3) 

(3 -1.4 r = {x- l.y-2.z + 3), de donde: 

í-1-3 jc-4 

y-2 = -! => y = 1 Luego N(4,1 1 1) 
z + 3 = 4 z -1 



iMÍJt.yyz) 


Determinar d origen del vector i? = (2,-3,1) si su extremo libre coincide con el 
punto ¡ ]1,2). 

Solución 


tJ ^ MN = jV - W = (1-1,2) - U. ya) 

(2,-3,-1) = (1 - jo -I - y, 1 - ?x igualando se tiene' 
2 = l-x . -3 = *1 - y . 4 = 2-z 



ñ =■ (2 f -3,-1) 
Míx.y.Z) 


por lo taino % = -1 , y = 2 . z = 3 


M = («i.2 t 3j 
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Determinar para qui: váluies de m y n los meciere-; a ~-1 t±%J-prtit y 

—& —1 —f 

h i - 6 j+ 2 Jt wn col incaica. 

Solución 

-+ —» •*+ 

Como (i y b son en lineal es =r a y b son paralelos o iken 

—* —* -* —• —► —* —í- -*“•*■ 

tí II 6 « 3 í € R / tí = r b , dí donde: - 2 i + 3 j + ffi Íf = r(m j - ft j * - t ¡ 


(-23,n) ~ r |iti + -ó t 2) - tmr,'6r,2t) entonces: 


-2 = mr 
} = -br 
n = 2r 


ím - 4 


1 


r - 


2 

n ——1 


v “í' ’=+ —* 

03) DeEirmiíiár para qué valores de a. Jos vectores a+tib ; n-aí» s¡un perpendiculares 
entre sí. sabiendo que j| a |= 3. || h || - 5 . 

SuhiLtón 

— » -t -) -4 — • H 1 ^ 

Como o+a fr 1 6 => («+a¿yin-nt frj = 0 


a 2 -cr ¿r - O ^ nC = 


i IMF » 


II *11 


ll' 


25 


=s Of = ± 


(ÍJ) Calentar H «- J/1[ sabiendo que: || tí |= 13 . |¡ b |j = 1 9 y | 0 + b j|= 24 

Stdiicwn 

|| 0 + * I! = 24. elevando al cuadrado Miemos- 
|| n+(p || ! -24’ =» |a || 3 + |if +2a,b=S16 

——f- "I 

169+361 + 2 a h = 576 =s 2 a . h - 46 


+1| o ü 1 -la.h=m + m~4b = 4U 


|f eí“ í* j|i= 22 
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k .. 

(G) Los vectores a y ¿ forman un Angulo a ^ f>0" P se sat* ¿demás que I ti 11=5 y 

» _J, «* *+ -t -I 

II b || = S. Determinar: ||n+b|| y 11 *-*!!■ 

Solución 


4{(t.b)~ 6Ü 3 =* eos 60" = 


ú b 


1 * 11*11 


a . b “ 20 


II ü+ J>||*=| * |l 3 +| * ir +2 a b = 25 + 64 + 40 = 129 


11 «+ b 11=jr» 


-2o t = 25 + 64-40=49 


a-* || = 7 


© Los vectores a y b forman, entre si un ángulo át 45* y el módulo de ti es 3. Hallar el 

—t =•* — t ■+ 

módulo de b . de modo que (a-h) sea perpendicular a a. 


Solución 


Como II íí |= 3 y además a-bla por hipótesis: 


También sabemos que: ¿ {¿r. b) = 45 fl como a- b Xa =* í ¿t— b) a = 0 


de donde || a || 3 - a b = 0 =* ti * II 2 = II * lili * I! 4S° 


b || = 3V2 


!l* 11=11 * 1!™45- =* 3 = Y llfh 


P - 4 - 

Loís vectores ay b forman entre sf un ángulo de 45 y el módulo de n es 3, Hallar el 
_* —* —* 

módulo de h puraque a+b forme con n un ángulo de 30°. 

Solución 


Por hipótesis tenemos: 4 (a, 6) =43° y |j 3 j|=3 
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Determinaremos |i b ¡|, para que ¿ (a.a+b) = JÜ J 

-» -4 -Ü 'VJ5 ■** 

Como ü.fr=f|a||| 6 ]| eos 45 ° - —y [| b j¡ 




íí 4ü+ b J -]| a Slll a+b ||cos 30® + de donde; 

lhp + 7.fc = |¡l||^|ü + fcl m 

3 + 2 ^.|| ¿ 2^. || h l| elevando al cuadrado y siinfdificaiMb ]|¿¡p-3V2|i>||-9-ü t 

resolviendo la ecuic íá r || h || = + Jl) = 

Hallar la$ coordenadas dd punto M si so radio vector fauna ™ los ejes coordenados 
ángulos iguales y su módulo es igual a 3. 


Solución 

Por condición del problema; Gí = p = y 
entonces cík “ a + eos" P+cos 2 y - I 


Seos 2 tí = I 


d 3 

C05«=±“ pero 



cosa 


- _^L 


VT 


COS /? - 


I a | 

6't 


íi, = || a [j costó = 3(± = ±3 => <?, = 

«2 = IIa II COS 0 s 3(± —> = ±3 = ±JS 


s 


COi 


sy = -^- => áj = || ¿r ]|cosy = = ±3 => o, = 

,m 

por ]o tamo las coordenadas dd punto M son; M i ± v5, ± . ± ) 
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@ Sran ~a - cus tí i + sen tí / y 6 = cosí tí + —) r + sentí? + ^-) j dns velloras. Demostrar 


que a \ h son ortogonales. 


Solución 


a Ib (ortogonaks) « a b =0 

—i —i 

ú.t =(cosí?, sentí) 


+ — fljettítí +— ) =eos tí 1 . ptK(tí t — I - icrti tí, scmtí+—) 
2 ' 2 2 2 


ir 


cósmicos l? eos — sen tí, sen—] + sentílseiitícos — + eos 0. sen — | 
2 2 2 2 


= - sen tí,eos0 +■ sentí.eos 0 = 0. Como a ,6=0 = 

(S) Calcular los coseno* directores del vector <j = (1 2,-15-16) 

Solución 


a 


Ib 


a, 

a =(ü] => coser eos 

12 


■3i 

—=—, eos y - — ■ 
1 ■ —* 


Ikll 



@ Demostrar que; eos' cí + cüs ] (5 + con 7 y- i y djetcrmintir tos intuios Ct.f3,Y formados 

—* -+ h- —* 

por el vector s =íj, í + <j z k «ra las. direcciones positivas de los ejes 
coordenados. 


Solución 














Eduordo Espinozcf Hamos 


Se conoce que: sí ü = íaj b £J t , p* ) entonces 


CO&Í* = 


tos /í = 


eos y J 


«1 

eos a = 1 

Hall 

uf 


2 

ü V 

-i- = 1 

2 j-í ü ; 

eos 0 = S 

II <■ 11 

1! o II" 

a-, 

4 

—p 

CUS f — 

n*n 

II o í 


sumando se tiene: 


2 af u£ a, 3 tai + p? _¡ ó El 


eos*' ct+cor ¿ 3 +cos y - —— 4 

¡ fl f |flf II oí II " í II OÍ 

eos 2 a+cos 2 p + cos 2 1 =1 

_ _* _* -+ -* 

Demostrar que a + b y a-h son ortogonales sí solo sí || p ||=| b | 

■ 

Solución 

i) =* ¿r+?iíi-Ó ^ II « 11=11 MI 


como a + ib _L fl — Ó 

=* (¿H-frUd- 

Ila|| ! -II Mf =0 

=> uv=\\*f 

11) s sí II a |*|íII 

— ü+b±a-h 

-+ "♦ 

como ¡MNIM1 

=» II 0 ll-=l * II* 


.'. «oHlMI 


(cu- ói.íii- b ) “0 


» |o|| s -IIMI 1=0 

■o* b 1 o - h ¡ortogonales). 
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—fe —■* —* 


Si u t b \ c son las aristas de un paralelepípedo rectangular, entonces determinar los 
ángulo* formados entre las. aristas y diagonales respectivamente (caso- particular dd 
cubo). 

Solución 


Sea d = ¿m- 1* + c 

—!■ —*■ 

i) Sea tx = j£ £ d t a ) 


oosa = 


d «i 


¡Mil II a || 



como d = 0 + 6+0 entonces; 

—I- -* —f r-J -f —» —1 -i —1 -I » *» “♦ "4 , 

a . d = a ((a+ b + c J = ti . a + a . fc + a . c de donde <i. d = || a ||' 

I 

—* —$ -4 —■ —* 

II «II 3 IMI 


ti . tí 


COS0T- 


MU-II «II ||d||.|MI IU/|| 


a = árceO*£—--i 

li d |l 


d.b 


ii> Sea [5 = ¿(d t b) => eos J3 =—-—- 

II3 NI *11 

Luego b ¿i — b (n-i- £*+ c } == b . a +1| b ¡|~ + b . v de donde b . á = || b |j' 


eos ¡í = ■ 


d.b 


I! fr I ! 3 


— => ¿5 - arceosfí-^!) 


M.m IM INI* lí B d II 


II d II 


dil Sea y = d. {d, c) eos y -—— 

I «.'ll -lk 

•-* -*+ ^ ^ ^ ^ -i -* —* 

poro d c — {£+ £+ c), c “ a . c +■ b. r +1| o ||" tk- donde ti. c =|| c ¡r 

—i —i, —■* —• —t 

\\etf II 


de 


£ 


ILU 


MlUkll IklUkll Mil 


y = areeost ——> 

15II 
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* t -f —f f . 

En particular del cubo se líene: || a ||=il b |j=|| c || =* || d ||“ = || ú * í>+ r ¡|‘ 

|| d =|| a (| 2 +1! i \\ : + \\ c !¡ 2 - 3 ¡\ a \\ 2 por lo tanto: | d || = H ^ (1 


„«|| 1 , i v 

I.negó cosa-- 1 —=> ¿t=arccosí—*=) 

ii 2 a ^ ^ 


eos £f = 


II b IP 


¡ MI MI! 


= V5 - <,=roCT ' t # 




II f lí 


II c ii II rf II 




y = arccor.(-—i 
v’3 


análogamente se puede determinar la medida de los wos ángulos tomando cualquier otra 
diagonal del paralelepípedo rectangular 

{ 53 ) Ur¡ vector ha formado los ángulos de 120 y 150° con los eje* OX, 02 respectivamente. 
Determinar ti ángulo formado con el eje O Y, 

-Solución 

—i —► 

Sea jS - ¿£ {a-, j) et ángulo por calcular 

Pür cosenos directores leñemos: eos 2 cr + eos + eos 3 7=5,respectivamentese líetie: 

I 2 | 

eos" I2CP+COÜ* 15CP+C0S' B = 1 ieemplazando + -+cos 2 J3 = 1 ss eos" J3 =- 

4 4 4 


eos 8 = ±— 

r i 


[i - {óCf, 120 a ) 


E»c mostrar que: si dos vectores son unitarios, entonces la suma es un vector unitario ¡>i y 
tolo si el ángulo formado por dichos vectores es de ! 20 a , 


Solvió" 
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i) ?=* sean a. b vectores uiiinricb de modo que; 

|| a ||=|| í || = || «+í ||=l => 9=¿(aJ) = nW‘ 


a+ h ||*=I 


2 + 2 ío* 0 = 1 


—¥■ 


O f +11 b f +2||fl I.||í-||cosfl = Í 


2 


0 = 120' ; 


ti} Sí 0 = ¿U.Al*L2O* => || a+ í? || - l 

i 

II “♦ Ml ! -ll«H" + ll Hl“ +2||i>tl.|| M|cos120° = 2-I 


como || ü+ b ||= 1 


—► -» 

a+ b es unitario. 


(2*) Probar que la suma de vectores es conmutativa, es decir # + h - b + a 

Sol ucióti 



suma de donde: b+ a ^ c 


— ( 2 ) 


com paran do (l) y (2) se tiene! a + b = b+ a 


® —t -t -í — i -I -* 

Demostrar que la suma de vectores es asociativa, «decir (s + íO+c s ¿i + O+c} 


Solución 
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B 



Se observa que: AR + BC = AC 

por definición de suma íie vectores, de donde; 


!»+ b = AC 




D BC + CD = BC por definición de suma de 

■-* —> — 

vectores, de donde: b* c - Bü ... (2) 


45 + BD = AD por definición de suma de vectores, de donde: 


a+(é + r) - d 


...O) 


AC + CD = AD por definición de suma de vectores, de donde: 

i 

-* -* —i — I 

( 0 + 6 )+ c -d „* (4) 

—P ~—I —# •»+ —I 

comparando(3)y (4)se tiene: (o + í>Ht = e + ( h +c) 

( 2S ) Demostrar que el segmento que une lo:- punios medios de de» lados de un triángulo es 
paralelo a] tercer lado c igual a la mirad de su longitud. 


Solución 


Sea A ABC, de modo que: 


AB=B-A I BC -C - B t AC=C-A 

i = —“i 



fl-A I 


-* -l 


como MN=- —— = 45 entonces: MN || AB 

2 2 
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A cuiUi rotación se debí: comprobar que el sementó que une ios punluá medio de dus 
líldos de un triángulo es igual a la mitad de la longitud del tercer lado de!, triangulo, para 


ello sabemos que: 


II MN II = || i AB || - ^ || Afl ||, por lo (amo- 
2 7 . 


|| MN 1 = “ II AB II 


(g| s ean a y ¿ (Jos vectores que tienen distinta dirección Hallar la expresión de cualquier 


vector l del plano determinado por a y h , 


Solución 



Sabemos que el vector r h es paralelo a! 

Vecior h , V t £ R análogamente el 

-+ -* 
vector j d es paralelo al vector a < tf s € 

R, y aplicando la regla del parale! agramo 

—* ^ —#■ 

m nanos: c ~ s a+1 h , V S.teK; que es 


a 


s a 


h expresión pedida 

(S) Demostrar que en un triángulo isósceles, la mediana es igual a la altura 

Solución 

*-fr- —P 

Por hipótesis Leñemos que: |l a |J-|| b II 

-# —f 

debemos. demostrar que: h , c = 0 
Según el gráfico sabe naos que: 



h. c=(a- 


c 





C 


igualmente según el gráfico se tiene: 


c = a- b 
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a- b 


reemplazando ( 2 ) en (i) tenemos' { a ——^— )X a h p - h, c * de donde 


a-= ] ^(llaf -||MP)=°- «¡Monos: 


—i —»■ —* -* 

h, c = 0 ==*■ h 1 c 


Si los extremos de tres vectores distintas a, b y C , de origen común soii coi incales 
Demuéstrese que se cumple la relación 


fí 3 + jflb+yc -0 s ¡ en j t) on ¡3 y 7 números 
a + £ + y = 0 


reales distintos de cero, 


Sol iic ion 


Consideremos Lres vectores a, b y c distintos con extremos col incales y origen común. 

A B C 

Del gráfico se tiene' ¿j = a+ AB 

WabW 


AB a -c =? r = 


AB ||+ || BC 



tal que: A? =-Ü-i?-L—(a-c) 

II AÜ|| + I BC || 


reemplazando (21 en (11 se tiene; h - a v 


AB II 


(a-c i 


ll + MC || 


; = _ II AB a a V_I M 11 e . de donde 


H AB J+|| BC O U IB ||-|| BC || 
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@ 


© 


¡| flí || a + (|| Afí l-ll BC |l)t>+| AB | c - O 


en general 


a a +jff b+yc = O 
a - & + 7 = O 


|| FC ll-K-ll ||--|[ BC lll+ll AB 11 = 0 

Demuéstrese que si tres vectores distintos a.b y c T cumple la relación 

,ffa.+ 0 b+y c =0 j ,¡ en< | 0 qt. p y y números reales di sismos de cero, entonces los 
a+p + 7=0 

—* —* 

curemos de lo$ vectores a,h y c son coünoales- 

SñlurUn 

Como t? + p + Y = 0 =7 |5 = -!d + YX reemplazando; 

a 

_» -» -t —'* ~+ —* 

a a-ícr +/j b+y e = 0 =* (a+y’i t> a + y c 

~ l -» y -* ■+ y 1 

de donde b = —— S+——“ c = a+—=—! c a ) 


tt+y or+y 


tx+Y 



se observa que b es un vector que $e obtiene sumando el vector a y el vector 

_i _| 

\L- ( c - a ) que es paralelo al vector c - a y esto nos implica que el extremo de b se 


cí 

encuentra en la línea que une A y C. 

Demostrar que d triángulo inscrito en un semicírculo es un triángulo rectángulo. 

Solución 


Se observa que || a !| = || c [| por ser radío de un circulo. 


Por demostrar que: a j -c± 3 -e 


es decir que: { a+ C Pía— c) - 0 



-§ —f —■ —r f 

Luego: (a + c ),i a c) - á a — c , c = j a 1 “ || c 
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-# —» — i —t —^ —♦ —+ ^ > y —* ^ -+ j 

¡’xí m como ¡j a || = |: c | entonces . ( a+c ). (a -- e) =|j a ||' -¡|. C 11" -|| a |j" -||a¡¡'= 0 


£nconsecuencia (a+ c).(a-ci =0 =* a+cla-( 


St k es un punto interior del triángulo MNP y Sí\N ,jF son los puntos medios de los 
lados lid triángulo. Demostrar i|ue; K M + K N+K P — K M '+ A' N'+K f v 

Solución 


Por hipótesis tenemos: MP‘ - P 1 jV - — .WjV 


I 


-i -s 


í 


mi ' = M P = - NF y PM = M N = - PX 

2 2 


además en la figura se observa que: 


-*■ —► i —* 

- KP + KM'**- PX 
7 


=* ~ i KP + KX ) * 2 KM = 


í 


*KN+KM’=-PN 

2 


N 



Hr -*■ 


Luego KM '--( KF+KN) 

Igualmente de los otros lados deducimos; 


(1) 


1 


KM + KÑ‘ = -AtP 


2 


KP+KN's-MP 

i 


-(KM* KP) + 2KK'= 0 


*, l/=2 


Luego KN'-X(KM + KP > 


( 2 ) 
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-KM+KP**-MN __» -- * - 

2 =* -(KM 4 KN)+l KF « O 

-KN+KP‘--M\' 

{ 2 

4 

Lingo: ir = Ukm+ KN i <J> 

2 

Ahora junando {1 ) t (2) y (3) m ticnt; 

KM * Ü?+ JfP = -(KP + ^íV | + MAM+ AT l + ~(KM + ) 

2 2 ¿ 

por 1$ lamo: M + K S + K P = A" Af + K N + K F 

(g) Sean í. b dos «clores de un mismo origen y sus extremos los puntos A y B 
respectivamente. Es presaz un tercer vector en términos de los vcciores dados, lal que 
compaña del mismo origen y su extremo se encuentra en et punto medio del segmenm 

- i 

AR . 

Solución 


OM debe expresarse en términos de a, b por hipótesis se sabe que 

B 
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_ á _ _ 4 . — « 

Demostrar que si los vectores a y b no son paralelos la igualdad ra + íb-0, implica 
que r-seO. 

Snhicifm 

Por hipóles ¡* tenemos que: r a+ s b - 0 donde a, b son vectores no paralelos. 

Sllpomendo que r * 0 =? a + ~b ^ 0 , Luego a b = ¿ b . donde 

Como a— fcb esto significa que a y b son pácetelos (a||b) lo cual contradice a la 

jp — t — • 

hipótesis, pe<r kj tanto t = 0. Suponiendo que síO se tiene - a + b =1* de donde 

^ r -* -f f 

h = —— a = A i, donde k == —, 


Ccpiiio h —k a esto significa que a y b son paralelos lo cual contradice a la hipólesii, 
por tanto s - 0. “ 

Demostrar que *i a , b son dos vectores cuyas direcciones se cortan, entonces la igualdad 

— » *# -4 H" O íí 

vectorial (¡^ a +A b - a+ jS> b , implica que er, = tí 2 ; P; = Pi ■ 

Soludén 

_» -» - -* 
Por htpótesi «i se tiene que los vectores a y i> se conan entonces los vectores a 

“* “* -* -* 

y b no sun paralelos como a } a+ /J L b ~a 2 & + k> < entonces: 

[Cíi -«Od+íft » 0 (por ei ejercicio 36 J. Se tiene: a t = ct 3 ; A “ Pa 

Demostrar que las diagonales de un paraielogramo se cortan en su punto medio. 

Solución 

Consideremos el paratelogramu O ABC 
cuyas diagonales se cortan en el punto P. 
además en la gráfica se observa que: ^ 
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n 


i) ~&+AC=h entonces AC=h- a y AF = r, AC o AF = ríé-a i, r € R 
puesto que AF y AC son paralelos. 

ii) OE = ü + b y ÓPsj. 0? o ~OP -J(üf h). $ e R puesto qite 0F y 
OjS son paral?S os.. 


¡jj) a = 0F- AP reemplazando i}< ii>en iii> se tiene: 

# 

-* -» -V -* -* 

a - s{ fi+ b) - rib- a l, de donde 

a ^ i j + r)7+<s - M £. como a y h no son paralelos y de atuendo al (ejercicio ?71 


I 


Se líate que’ 


j + r = 1 
í-r-fl 




por lo lantor 


1 


OP = s QB =*- OÍS 
— 


1 


AF = r, AC = - AC 
7 


£on ii> se üfirma que P es el punió medio de las iliagiciiiles, 

(S) Demostrar que él polígono que resulta de unir los punios medios tic los lados de un 
cuadrilátero, os un paraklogramo. 

Solución 

Conskln cilios el cuadrilátero OABC siendo E, F, D. G tos pumos medios de sus lados En 
la Figura que: 

B 
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i) DE-Ufl+h), EF=kb+c). ED=Ud+aí. FG = ^-(t+d) 

2 2 l 


1 


1 


1 


2 


ii) tí+ b+ c+ d = 0 {trayectoria cerrada! 


íi + b = -{c + d) 


1 -» -•■ i -► -+ 

-{£ 1 + £) =-íf + rf) 

2 2 


DE = - FG => £>F = GF 


iü) |i+fs-(fl+ii] de (ii) 



Luego -(!>+■ £> = --(ü*fO de donde F.F = GD 
2 2 


1 


EF - DE 


por lo tanta tenemos que: DE - GF y EF - DG (iii) 

de modo que el cuadrilátero resollante es en paralelogramo. 

(ffi) En un triángulo cóalquiera, demostrar que existe otro Triángulo cuyo* lados son 
paralelos del primevo. 

Solución 

La condi riñn para que tres vectores a. b>c formen un triángulo es ■« + b + c = 


s y 




e 


■ o 
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En La figura ib) se tiene: ci = -< h+ c ■ 


* I —♦ "* 

<* =. — t C-Í+ h I 


"t 1 I —* “Ir ^ 

jT - — (r+a) Sumando sé tiene 1 


rf-i-í+/=~(fl+&-Hí l ) = a+ c = 0 

^ n 


© 




Luego d + e + / == 0 cunjpié la condición de formar un triángulo. 

Demostrar vectorialmcnte qué; si el cuadrado dé la longitud de un lado de un triángulo ^ 
igual a La suma de los cuadrados dé las longitudes de los oíros dos Lados enlomes d 

triángulo es un triángulo rectángulo. 

Solución 

Se sabe que; | f) \\~ + II I!" =11 c 11 “ 

Y como la Trayectoria es cerrada entonces 

_)i —I —4 ^ ‘ * 

a + b + c = 0, peto íi + Á = - c . 



i p+ ¿h> + ÉO = (-rX- O 


¿T 


, i? = 0 pór lo 


af+||Í|| i *2ii.6=IM í de donde | c f +2 a . t> =| r )1 = 

laiuu a J.Í; como « y b son ortogonales, por ««siguiente el iriíngulo es no 
triángulo rectángulo 

Demostrar vectorial mente que en tul triángulo isósceles hay de* medianas de igual 
medida- 

Solución 
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Sabemos par hipótesis; que: |¡ a ||=|j h |. por ser triángulo isósceles: 



B 


¿i 


además del gráfico se tiene' V - —■ + h 
por definición de suma de vectores 


w = i?+ “ por definición de suma de vectores. 


—* -h> 

Luego demos traemos que: || v ||=4| u \ 


v !1 ¿ ~| a + í íh ^ l7 J' + ■ í + II MI" • como || á ||-| ? R 

4 


ii iij 51| a |p. ** 

entonces: || v Ir = — — +■ ¡t .i? 

4 



(II 


Si II'— || £l + ~ | 


-* - -* ^ III?Ip “» 

o|P + P.Í+ÜJL, como 11 = 11* 


„ 5 || £1 ||* 

en tonces: w r ^ -—— + d < 6 




ahora comparando (1) y (2) se tiene: || v H 3 -fl u jj 3 => f, v ||-|| u |{ 

por b lanío las dos medianas do un Iriángulo isósceles, sus medidas son iguales. 

(S) Demostrar que si lsi> magnitudes de Insuma y Su diferencia de dos vectores son igualen 
entonces los vectores son perpendiculares 

Solución 

Consideremos dos vectores n y ¿> , ¿n tunee ■ por condición dd problema se 

-t —► —* -* -* ,, 

tiene: | ví +■h ||-1| fi- h ||. de donde || íi - h -' l 1 _ . dcsurrollando tenemos: 
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II P || : * || b\\ 2 Ala.b =l| a || 2 +1| b 1| 2 -2 ah, ahora simplificando 

—* —i * -** ■+ - 

4 a , b = 0 w a . = 0* esto indica que íü& vectores a y h ion peipendiculares. 

Demostrar que ú la suma y la diferencia de dos vectores son peípendicnlares, entonces 
los, vectores tienen magnitudes ignales. 

Solución 

-¥ -t 

Consideremos dos vectores rf y & de lal manera que; 

_ f «fr —fc — 1 »♦ —#■ —^ 

fi+h±n-b ^ (fltí>).(0"É} = 0 

-» _ —* —» —* -* —* ^ 

Ahora desarrollamos el producto escalar se tiene: |j| a - a ¿f+i?.cr-||¿||"“0 

II £f ]| 2 =¡ h ü" de donde: || a ||=|| h || 

" . 

Si A. B \ C son puntos de una. misma recia, el punió C divide al segmento AB en la razón 


r. si AC = r Cfí . Determinar C si C divide al segmento AB en la razón r. 

Solución 

En el gráfico se observa que: O A + AC - ÚC 

de donde ÁA AC — C (1) 

Como C divide al segmento AB en la razón t\ 



entonces AC =r CB — r( íí — C > 

Ósenque: AC=r(B-C) **.{ 2 } 

Ahora reemplaza ruin (2) en (1) se tiene: A + AC — r(fl — C) =£ C- A= rB - rC 

A + rB 

1 1 + r)C = A + rB. de donde C =—-* r * -1 

1 + r 















Eduardo Espift&zft ítatmñ 


Consideremos cuatro puntos A,B n C \ P, de tal numera, que si P está en la necia que pasa 


■+ —í 


por tos pumos A r B y C y que divide a los segmentos AB . BC y CA en las razones 
r.s y t rcspmivstni-eiite. Demostrar que i r s,t.= ! 

So Ilición 

De los datos de! problema se licite que: 


P divide al segmento AR en La razón r AF — r FB 


P divide al segmento BC en lia razón s =* BP - $ PC 


*>* (t> 
- ( 2 ) 


P divide al seminen lo CA en la razón l => CP =f FA 


(3) 


De (2) - PB =-* CP => Pfi -s CP 


(4> 


De (3> CP=H- AP) => CP — -t AP 


...(5) 


Ahora reemplazando (5) en (4) se tiene: PB = -st AP 


... (&i 


ahora reemplazando (6) en [ I ) se tiene: AP — r{si) AF =* AP—'—rst AP 


(i+m j. AP = 0 T como AP i* 0 entonces I + ret -0 =3 rst - - 1 


Los vectores a,b,c y ci son distintos con origen común. Encuéntrese Ja condición 
necesaria y suficiente para que sus. puntos extremos sean copian aro.. 

Solución 

—j —¥ —* —* 

Los puntos A.B.C y D (extremos de los vectores a, i?, c y ¿i ). serán eoplananís cuando 
uniéndolos dos. a dos. cualesquiera de ellas, las rectas resultantes se corten o sean 
paralelas. 
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Supongamos que conectamos a con byC; sí ambas rectas se cortan, los puntos A, P y ñ 

estarán en línea recta (P punto de intersección de las rectas y extremo del vector f’ ), y lo 
mismu sucederá con F y O por lo tanto. 


Del ejeTciLnu (7) se tiene. 


orí íj+ jS] P+ y v h = 0 

a, + A+ri - 0 

c+#¡ P+TTn d = 0 
+ =0 


■* cr, ¡i+ri £ U j r + y 3 ó . , 
de los sistema se nene: F = —-— = --*—, de dimite: 


*1+7] 


«i+ri 


i?!—a + A. Z- g - c — f¿ = Q 


Yi 


tí.+ft a : + a, + r ; «: * fr 


“í 


a , 


-1-1=0 


cr, + y, ofj + y, a, + y 3 a t + y> 


La condición necesaria, es pues: 


tr < 1 + fS b + y c + ¿S d = 0 
a+0+y+fl - 0 


,,.( 1 ) 


si las rectas AB y CD son paralelas entonces: a- b = fc( c-d ), de donde 
——< ~+ —* —* 

&— b-k c+kd = 0 ( también se cumple la relación {I) 

1-i-Jt + fc =0 

por lo tanto si P es punto comün de AB y CD, entonces A.B.C y D son explanares. 
Demuéstrese que las tres aburas de im triángulo coinciden en un punto. 

Solución 


I ja relación siguiente se cumple. 
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[a-cnb- h) + (c- bUa- h) + (b‘ íi).{€~ h) = 0 
como se puede demostrar por simple des ano] lo. 

—b —b —b «I 

Si los vectores {h-h) y [a-h) tienen I? 

dirección de las alturas correepondienIes y son, 
por lanío, perpendiculares, respectivamente, 


— (11 


B 



ttí-e) y (c- b) multa que: (a- c Hb -= Ü , {c- b),( ¿j-* h)-Q 

"f -t -t -i 

> [emendo en cuenta la parte (í) se tiene: (h- a ).( c-h ) - 0 


Luego (¿j-ít) es perpendicular a (r-A); y (c- h) tendrá la dirección de la altura 
resultante; por tanto, las tres alturas coinciden en d punto H- 


@ Si P es el pumo de intersección de las medianas del triángulo ABC, O es un punto 


1 


cualquiera del espacio demuestre que; OP = ~(OA ± OB t OC ). 




Solución 


Sea M el punto medio de A y C =:■ ir = 


A 4rC 


( 1 ) 


G 


Además por la propiedad de las medianas: 


1 


1 


MP - - MB => P - M = -iB-M) 

3 3 


„ B M B 1M I B 
P = M + — - — - — + - —- = - (if + 2M ) 
3 3 3 3 3 





reemplazando (lien (2) tenemos. 


I 


P =- M +£+0 

3 
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Luego OP - P-Q=~iA + B+C)-0 =~(A+B+C-30í 

3 3 


Í[(A-C n±(B-Ol±(C 

hÍ 


= \ OA+ÚB + OC ) 


QP =I(OA + OB + OC) 


Sumar gráík ámenle y analíticamente los vectores A^B y C que se muestran cii la figura 



AnaliLiL^nicnte: A = í 3.0). B - (II4) 


4 ^ 

(gí2= =1.73 ^ a = 53 b 

3 


C„ = 12 sen 53* “9 58 


C ¥ -12 cos<1 80* - 53°) = -12 2 


Luego C = (C,.C r )s 1-7.22,9.58) 



Como £ = >V+ Í4+ C = (-4.22, 13JE) 


!|ff|| = J , M.22> ! +(U.5ü.) ! 


|| ff||= 14.22 
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© Demnsirar que s.i G es d centro de gravedad de] triángulo de vértices A, B y C. entonces 


G = iíA+JJ + C). 
3 


Solución 


Se conoce que el centro de gravedad de 
un triángulo, es d pumo de intersección 
de sus medianas. 



Lín este caso las medianas son - AA ", BR y CC (ver gráfico) 


B 


además mediante el ejercicio (28) st tiene: C‘ A" = i AC 


... íij 


por otra parte AG = rGA* ~ rlGC'+C' A) de donde AC? — r( GC + C A'} ...OI 

ahora reemplazando (2) en ( I ) se tiene: AG - r(GC+ - AC) ... (3) 


-» —» 


pir otro lado: AC = AC + CG 


peni CG ~ i GC 

reemplazando ¡5)en (4) se tiene: 
igualando (3) y ífi) se tiene; 


AG s AC + rGC' 


14) 
... (S> 
- W 




r[GC'±- AC)= AC + íGC 
2 


{r -í)GC ’+ (- “l> AC = 0 


pero como GC y AC son no nulos y ni paralelos entonces por el ejercicio (37) se 
tiene: r -1 = 0 y ^ r -I = 0 de donde r - 1 - 2 . j 


Luego AG = 2 GA' =$ G-A = 2A-2G de donde 3G = A + 2 A' ... íT» 
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C tamo A' es un p Linio medio de B y C entonce i .4' = 


BkC 


... (8) 


ahora reemplazando íS 1 en (?) te tiernos 3 G = A + 


\ 


_ B+ G 

Sí —-—) de donde. 


C = — l A + fí “{ i 
3 


Sí G es el centro de gravedad del triángulo de vértices A. B> C dennisírar que: 

Solución 


GA 4- CB + GC » 0 . 


Mediante el ejercicio {51) d centro de gravedad del AABC es: 
G = — (A + ií + C) de donde 3G = A+B + C 


GA + Gfi + GC = A G + B-G +C-G¿A + B + C - 3¡G 


.*.(11 


(2) 


reemplazando 1l) en [2.1 se licite: GA - Gfi + GC - 3G - 3G = 0 
GA + G£í + GC = 0 


Dado un paralelogramo de vénices los punto \.B,C y D si M es el punto medio de CD 
y p en AM a ~ de la distancia de A a p, demostrar vectorialmenie que: 


BP = — BD 
3 


.Solución 


De las condiciones del problema se tiene: 


D 


U 


■* "í 


\ 


AP --AM , DM=-DC 
3 2 


1 


tic donde DM = CD 



























Eduardo EspiñQ*ft r Barñ&s 


por demostrar BP - — - de donde: 


■i- 1 

JÉ 


J 0 P = HA- AP CD+^AM = ÍTD f-(A¿?-t-íW) 

aJ 


C7> 


ffP^CD + -(BC--CD^C¿>+-Bí: 

3 2 3 3 


,iCC+ - BC «-< fíC + CD) = | BO 
3 3 3 3 


por lo tanto: 


tfp = - BD 

3 


Dado un paraldogranui cuyos vértices son los pumos Ay D siendo P y Q los pumos 
medios de ios lados BC y CD respe*Ii'.vwnente. Demostrar que AP y AQ ínseran 


a ln diagonal BP - 


Solnriuii 


Sea E y F los puntos de intersección de AP y AG con U diagonal BD 


Por demostrar que: £F = ^ BD 


Del gráfico se tiene: BF —T BD^ri BC+ CD) 
Hf = BC+ CD) — (1> 



BF - gp + pí = I BC + i PA = ~ #C + í< PB + ñA ] 


I 


BF = i-BC + t. CD 
2 2 


12 ) 


igualando 1 1. y Í-) [ ici) e ; 
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-i -* 


í i 


1 t 


jrí BC + CD ) = {-- t BC -!• f. CD , «Je donde (r + —) BC + 1/*—r)' CO - 0 

2 2 2 2 


pero como BC > CD son vectores no paréelos y diferente do! vector nulo > por el 

1 


ejercí trio 1 1 i se tiene: 


por lo lamo de í I} se tiene: 


r+—=0 
■) 1 


r —l — 


r-T -0 


I 


BF = - ID 
3 


Deducir la ley de lo? cosenos en un triangulo empleando producto escalar. 

SoluLidii 

— f af 

Se conoce que: || A || 2 - A, A 

|| 7 f = || A+ B ||= (A+ M B) = A. A+ A . B+ B , A+ B B 
lk|| 3 =||AÍ J +||S|j 3 +2 Á B 

II ? \\ 2 “!l A II a + IIS II a +2IIA ||| 2 ü cosa, donde <x*d{A,B) 

Demostrar que cualquier vector .4 se puede cscrihir de 3ti siguiente manera: 

A-iA 7}l+iAJ)-j+{A.kn 
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líduarda Kspinóan Ramón 


de esto se deduce que; /. / - i. j\ j - l. fr „ k = 1 

—* -* -*> —r ^ 

En consecuencia: ÍA>f)* ÍA.j), (A t t) son las componentes del vector 

A = A M i + A lt m j+A z k donde <4,^X7* A V =AJ. A.=A.k 

**■ A = i ) i + (A■ i> j+ (A .k)k 


H 11 —# ¿7 ¿3 "H 1 ^ íí 

Siendo a - ¡ a || , 6=||/>|!, probar que el vector c = ^ JJ biseca al ángulo 


ti +h 


formado por a , b . 

Si a * ¿ (a, c) y ¿0 ^ (c, b) 

Demostrar que; a = f5 

—« -*■ 

Entonces: a = f o, c ) =í coser 


Solución 


o, r 


Ikll-lkll 



a .- 


O. ÍJ + b. tí 


cosa = 


d+A- + Kp|| o .fr +1| ujp b 


eosüf 


lUIMkll ín*«Mo|.8c| (a+ii)||fl!|.||t|l 

—i —• -* -é 

tí ,b+ ú * b 


(p+i?)|j £- II 


$=¿¿(c*b) =:■ eos ft - 


*Úb-ha, 

-* 7 H -J 

C.O _ fl + A 


eos 


0* lile I II ¿ IIII t II 
o _ J II + |1 ftll-a.fr = g||7|| *a_± 

' _j». i __f, _j|, 

(fl + fr)|j & ||||f II (d-híi)ll C l| 


,..( 1 } 
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eos (i - 


a. b-rtxh 


... ( 2 ) 


íu + 




ahora comparamos (1) y (2) se tiene eos a = eó>$, > como el campo de vjjiaciín de ct.jS 
es de C a 180' (ángulo entre dos vectores) se concluye que: a - Jí 


Un automóvil recorre 5 km. hacia el norte, luego £ km. hacia ei noreste; representar 
gráficamente y hallar la resultante del recorrido 


Solución 

Oá - a (representa el desplazamiento 
de 5 km. hacia el norte). 

- 1 -4 

.y¿? * .(? (representa el desplazamiento 
de K km. hacia e] noresteX 

OB = r (representa a la resultante del 
recorrido, es decir; c = b , 



Rn el triángulo OAB los lados son los vectores a, b y r cuyas longitudes vjn: 


MM. 11*11-*, || r ||=7 


para determinar la InugiLud de c . aplicamos la ley dH coseno, es decir: 


Ir llalla || 3 +||M 3 -21| ¿í ||||¿|! cose. 


|| r |f - &9-3Ocn&0 , de mudo que © c> el ángulo comprendido entre a, í> cuyo valor es: 
0 + 90* + 45° =$ tí -135 a (ver el gráfico) 














m 


Eduardo Espittozí r Hatttns 


eos 6 = CQS 


13^1= - —■. Luego reemplazando || c !|“=8') 8QÍ- N ^)==89+4ÍK/2 


¡| c 1 + bns. 

A que distancia dd puntn de par Leda se encuentra una per«.or.e que recorrió 5 m. 
d sur-oeste, 10 m. hacia el nnrie y ¡3 m. hacia el este 30' norte. 


SoIUCÍÚII 


Representaremos por: 

QA = a el despla/amiento de 5 líL 

-f 

hacia el sur-oeslc || u || = 5 m. 

AB - i> d desplazamiento de 10 m. 
hacía el norte II /* II = 3 0 pw- 



BC = c el desplazamiento de 8 mis. hacia et sur-oeste 


Este 30* norte; || r |¡-3 m,. OC - d el desplazamiento resultante, es decir: 


ti - ív+ ft— c ahora dcLcxrmii aremos |¡ d ]' =? 


—I -I —i 


como |1 d ||-Jl ¿i + i?+ r || en lotices elevamos al eutidado 


I -► + * 


d fl"=f| a ||" +|! ó (I 2 +|| c |¡ 3 +2(£j Jj+ ¿i . t + A.c) 


como t «. M = 135 LF entonces «. 6 = || a || || ||eos 135* = -25 d 2 
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a , c ~¡| a ¡||| ej^ cns, ] (Sí a = 4CK-cos 15°) 


a . l- = - 40 cosl 5 o = - 40 í————) = - 1 CK V- + VÍ) 



d |p - 2 5 + MXJ + M 2{ -2JJ2 4 40 1 0l V 2 + víY) -139-70^2+30- 2Ü Vó 


rf || = yim - lújí - 2íWó 


¡ío) ' En 3a figura propuesta, ta figura es un cuadrado de lado a. Hallar d valor de] ángulo 
F y T $on his puntos medio de IOS lados de! cuadrado. 

Solución 


1 si 


Sean OT y OP los vectores que forman el 
ángulo 6. como TP son punios medios de la 


Ü 

figura entónete: T{—,ú) y Píca. — I de modo 

2 2 


- * rt * a 

que: OP =£m-] y OT =(-,t?h entonces: 



tJF or “ 77 ? a 2 rt : 

— pero CJr ..Oí = — - — • — u 


OP \' | OT 


eos# = 
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£ 


£ 


además |¡ OP |[ = — a y J| OT || - — n reemplazando en la relación eos 0. leñemos: 
■) 


L'US 


& = 


rT 


4 


— = — «■ cosí? = 

s/S V5 5 5 


^ 4. 

ü = árceos!—) 


■ a f —a 
? ■? 


Demostrar que el segmento de recua que une lo& pumos medias de los lados no peálelos 
de un trapecios paralelo a las bases, y su longitud es igual a la mitad de la suma de las 
longitudes df/las liases. 

SolueMn 


DA = 2 MA 

^ A -1 

2M - A+ D 

=> Af = 

2 7? = Ü£ 

2B 

2P = B + D 

„ /■=!, 


A - D = 2A 2M 
A + fJ 





ñC = 2 BN ^ C B = 2N - 2R =3 N = 


#+C 


m 


A + D t 


pero MP=P-M = + ) = -{B-A) = - Afi 

fcr -Id riv 


I 


A 1**1 = 


<4) 


fA r ^ s £l£-i(S + 0)=-(C-D) = -(C-D) = Í0C 

2 2 2 2 2 


i 


AV ]|=- II oc 


„{5) 
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sumando (4 j y (5 1 se tiene: 


WI+I W| = ^l | Í)C 


I 


WA'lh-lll Aa II+ 11 oc 


-4 -4 


Que condiciones debe cumplir los vectores ti y b para que el vector a- b biseque al 
ángulo fmriado por los veciores a y b . 

Solución: 

j£ <í7 . £+ ) * £ (b,a+b} 

—*■ —*■ —V 

si (i“ d (a t íi+ £0 entonces, 

-*■ i -» 

ü .(fl+ b) 



eos ce = 




...(!> 


si o¡ = Z »; b . a- b j entonces coser = 


|j a IMI ¿r-+ b || 


„.(2i 


ítAa+h I + « ...» , 

ahora igualando {IJ v [2} se tiene: —■—-= —-“—■ simplificando se tiene. 


-i 


II « IIII « + Hl I * IIII a* b II 


Q 


f r r r 

¡i ¡| b ||= fr || o || como el modulo dd vector no se puedo igualar al 


II «II II MI 

—I —* 

vector podemos afirmar que la condición es || ü ||-|| b || 


Sean a \ b dos vectores nn nulos tales que I! £7 || = || b || - «i si el ángulo entre a y b 
es de — radianes v la norma de su diferencia es 2 — hl Hallar m. 

"H * 


Sóluciún 
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además l| ¿i - b ||= 2 - m =3- || a ||~ + ¡| b ||~ -2 ii, h - 2 a . h = 4 - 4jw + 


m 





m 2 + m 2 - 2{—} - 4-4;n + uj- =» 4 - 4m = O m - 1 

2 

Un sólido de 100 N. de peso depende de! centro de una cuerda [como se obsen a en la 
Figura), 





Determinar la tensión T en la cuerda. 


Solución 


Por lupólcsís se tiene; \\ a ||=|| b H= T 


así mismo sahcmum, que: |¡ w \ - \ - \% ||— I Í>T .V. 


además n + 6 = - **- 
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y \ 


Luego: || a+ h ||"=||~- iv||"=i 100" =* || a ||' + || h ||' +2 || a ||¡| b || cosllQP — 100 


donde ¿ {a, h ) = 120* entonces T~ + 7"' + 27’“(——) = 100' 


I 


\ r 2 - 100 ^ T = 100 N - 


Verificar que Los vectores, a — (>,—1,3) y h - ¡-6J.-9) son. colinda les, determinar cuál 

es e] más largo y en. cuantas veces, cómo están dirigidos, en una misma dirección o en 
direcciones opuestas. 

$nluci<í ii 


Si a y h son colineafc$. quiere decir que a y b snn paralelos. 


O sea que: d¿|| h ^ 3 r e R / a = r h , de dónde 


(1-1,3) - -~(-6,3.“9) -3(2,-l,3) = i-bX-*» 


Luego b es 3 veces más largó que a y como r = -3 < 0 


Entonces a y b tienen direcciones opuestas. 


Liada la descomposición del. vector c en la base i*j H k y c =■ 16 i - i 5 _/+12 k , 

determinar la descomposición en La misma base del vector d . que es paralelo, til vector 
“» —* 
c . tiene direcciones opuesta d„ si || d ||= "í, 


Solución 


Sea _v,-> donde ]|d||=75 entonces: ^¡x m + y ¿ + ;' -75 


- ( 1 ) 


como e ||d 3re R/ csrJ,entonces: 
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(16.45,12)«r(x,y\z) =* 16 = rx t -15 = r> . 32 = rz 


de donde x — 


16 


15 


y = — 


\_2 

r 


( 2 ) 


L ^ f 16 ? 15^ 32,' 

«e mplazando í2> en ( U se l lene: 75 = J( — ) + (■ — -}-*-( — Y 

y r r r 


“ 5 


, 25' 

r" =“ 


75' 


■* ■* 

r = ±- , perocomo t* y tí tiene direcciones- opuestas, entonces. - 




=s x = -4£, y = 45. z = -36 


por lo tanto: - (jr t >, 2:) - jr f + y j +: k 


*. d =-43 í+ 45 j-36* 


7 

Dado ios vectores en el plano p - (2.-3), ? = (1.2) expresar al vector a = (9.4) 

en la base de los vectores p „ q „ 

Solución 

—=£ ^ “i 

Descomponer el vector o en Ir base p, 9 quiere decir: 


Que existe r,s € R tal que. ú =r p+Jt? . de donde: 


(9,4i = r(2.-3) + 8(1,2) = (2r 4 s. -3r + 2s) 


2r + j = 9 f = 2 

-3r + = 4 js5 


a = 2 < 5 íí 


Los vectores a y b forman un ángulo a = -~ y sabiendo que ||íí||- 3, |j 6 ||= 4, 
calcular: 


a) a . b 


bl a 


c) h 


di) (a+ i?)" 


e) <3a-2H([í+2¿>) 


f) (a-hy 


g) (3 n+2 h)' 
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ú .b = | a MI h ||cosü£ = 


Solución 


¿X 

COS — - -ó 
3 


b) tí : =j|fl |f-3- =9 =* tí - = 9 


L l b “= II i? Il 2 = 4 2 =l ó b’-ló 


d| i ¿i+ b) 2 =■ ü ’+ 2 tí . b+ í? 2 =9 -12 + 6 = 13 

f) ■ (3o—2 + 2 ¿ 1 = 3 tí ~+4a ,b-4b 27 — 24 -64 — -61 

n (a-?) 2 ^tí ^2o.&+¿ 2 =9 + l2-Hló-37 

g) (3 tí + 2 b r — 9 a J +12 a .íj+-4 b *— 81—72-*-ó4 = 73 

B I 

—*■ _» —» -»-*"*“* 

[69) Dados ios vectores unitarios a,h y í que satisfacen ü+i>+e = U„ calcular 

Solución 


—| -4 —t —* —í —J- 

tí . h + k . c + t¿. v 


Por hipóksis se tiene II ó i|*| b ||=|¡ c | = I 


Y además a -+■ b + c = 0 =$ II tí+ 6+ c j|' — 0»dilomces: 


lio || 3 +||óf +|| cf +2{a,b + b.c + ú c) = Q 


¿i 6+ b .c+ tí.c = 


(70) Cada par de vectores a. b y c forman entre si un ángulo de 60 a * sabiendo que 
-» -* -+ 

H a || = 4, ll b U= 2 y II c 11= 6 . Determinar el módulo del vector p = tí+ b + c . 











% 
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Solución 


Curtid p — a+h+c => ¡| p ¡1^1 h+ r || 


II P II * =11 « ||* +1| b II" + || c || - 42l a . b+ b . r 4 a . r) 



II F !| 2= 16+ 4 4 36 + 2í|| s U|| b || eos 60® + | b |||| c |j eos 60°-h1| a '[Ü c || eos 60 s ) 


p |j" = 56 + 2(4+6 +12) - IOÜ 


p||=10 


-t -t -i —1 —1—♦ 

(7jJ Dados tres vectores á.h y c , que satisfacen a la condición n + /> + c = 0, además 

_ ► —i - ^ ^ —» —t —* -* 

sahemos que- j] a ||=3 1 || h || = I y j; c ] = 4. Calcular: a . b+ b c + ¿?. c 

Solución 


Como ü + b 4 c * 0 ” || a + b + c || ; = 0 entonces 


tí II" +1| b 1|" 4 H c I] 3 42)(á. b + b , c + a , c) - 0 


ü ,b+ b . c+ a, b =-13 


Los vectores a y b forman un ángulo a = ~ ■ además sabemos que. ||ü||= ^3 

6 

—fc ^ ^ ^ 

’¡ h ||= 1 n calcular el ángulo fl formado por los vectores p-a+h y q - a— b 

Solución 



cosÉí =— Pjl — i donde || pIMF fl +¿ II y II vil =11 a-A 1 

II? I líll 

















\'¿'cutres v íu\ Aplicación*:, 


97 


/>|| : = ||a |P + |¡A ||- +2u.fr = 3 + l + 2(-) = 4+3 = 7 


q IP= II a || J + II b || 2 -2 a .b =3+l-2l ,1 = 4-3 = 1 


CÜS ¡9 = 


p,q iti+bUti-h) _ || a | -|| h jf 


P (lililí í|fl+ * lili <¡-h\\ || £f+ ^ lili u- b 


3-1 2 

líl\ Uí 


0 = árceos [~^= i 

•fi 


Hollar el vector jt, que es eolineal a] vector a - (2.1.-1) y satisface a la condición 

=4 -+■ 

i .a = j L 

Solución 

-4 —i —% —I —* —f 

Como x s ü son colineales => a || x es decir si o || v 

3 r é R / a = r x = (rar, p rx : . rf-„) entonces, (2X-I) = (rar, . rx 2 , ofj>, de donde se tiene 


2 1 1 

■*( * ^2 " “ 
r r r 


.=. Ü) 


Como *, a s 3 


2^,+Jf 2 -Jf 3 =3 


■*4 J f¡ 

Reemplazando' (2] en (11 se tiene; -+ - + - = } =* - - 3 

r r r r 


z = 2 


de donde 


1 1 


= i ,t 2 = -, t vj, = — — por lo tanto; x - (1.- 

2 2 2 2 


... 12 ) 


El vector .s es perpendicular a ios vectores a = 3 / +2 j+ 2 k y b = 18 i -22 >-S k y 
. —* 

forma con ei eje OY un ángulo obtuso. Hallar las coordenadas de x sabiendo que 

V 11=14. 













F.diíanín Espinazo Ramos 


Solución 


Sea O y - (0, y.0} el vector sobre el eje O Y y sea; 


x = Uj, j £j jcj) como ¿ (jt + OI') es obtuso =* x . OY < 0 => pero y >0 
luego jc 2 <0. 


Por otro lado' 

-» -j ■ -+ 

x ±¿t =* a . jc = 0 

3jc t + lx 2 + 2 x 3 -0 


-» — * — fr H* 

xli> ^ i >.Jt = ti =* 

I&t, -22x 2 -5x, = 0 

como f[ x || = 14 

=* +a|+4 =14 



Ja) + 2 t-i + 2 ay — 0 

... (1) 

1 .iieco liene; 

■ 1 St, - 22 x 2 - 5xx - 0 

... (2) 


.rf + c j -19<i 


... O) 


de (1) y (2) tenemos que. x i - -2,í 2 t = — x¿, por lo tanto: 

i/ 


«|l "% —+ ^ M 

,r ? (^x,,jr 2l -2i2) como || jt || = 14 sí (~)‘+(.u)* + (-'2*0" =196 
3 3 


49 > 


r =196 =* x 2 =±6 pero x 2 <0 entonces .r, =-4, x 2 =-6. x } =12 


X =“4 i -6 j + 12 k 


Hallar d vector ¿ , si se sabe que es- perpendicular a los vectores ti = (23 + -I) y 

^ —* -* -* 

& = (¡,-2 J> y satisface a la condición x .(2 i - j + k ; = -6 

Solución 
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Sea x = C-V, .x 2 . x } ) [al que x 1 a , x Ib 


x la <=> x.a = O 

-*• —* —» —t 

x i. b o x . b = 0 


-4 -» 


x .(2 / - /+ fr 1 - -6 


2,Tj +3xs - jt 3 = 0 
x, - 2x : + 3 x ? = Q 
Ir, ~x 2 +x, = 0 


.„(a) 


rehirviendo el sistema (oc> se Tiene; x } = -3 T x, = xj, = 3 


Jf =(-3*3,3) 


(^7&) Fúmernos dos vectores a = (3. 1,5) y ¿■=(1,2,-3). Determinar el vector x y que es 

■S+ 

perpendicular al eje OZ y satisface a la eondiciunes x. a - 9, x , & = -4 

Sol ución 


Sea OZ un vector sobre el eje OZ es decir; 


v 1 OZ <=* x r OZ — 0 =* z-(* => íj = 0 entonces x = {x¡, .v ? .0) 


j, t r i 
—* — 

v b ^-4 


3a'| - as = 9 
.tj ■+ 2 (* — —4 


resolviendo d sistema se tiene: x, - 2 . r, = -3 


x = (2-3,0) 


Dado el vector a -{-3,41. encontrar Otro vector b . La I qué sea perpendicular a a y 
que su modulo sea 10. 

Snhiddn 

Sea b = {x vi =$ jj b || = ijx 2 ~ y 2 = 10 =* ,r 2 + y 2 = 100 


Por otro latk) se tiene que a 1 h entonces a .b - 0 


^ (-.3,4 ).(x,y) sf) => -3* + 4y ~ 0 

















Eduardn Espimna Ramos 


10Ü 


Lelcuo 


,C + v 3 = ios 


resolviendo el sistema se tiene \ = ±8 . y = 


-3je + 4 y - 0 
Entonces h - (±8,±6) 

(ts) Encuentre iodos los vectores que son perpendiculares a cada uno de los vectores 
a - (L3,—2) y b - ( 2,-4, l). 

Solución 

"4 •Hk 

Sea x ~ (je, . x x ) el vector perpendicular a a y b entonces: 


Aló 

O 

A 0 =0 

=*■ 

1 -* 

A 1 ¿i 

*4 

—| _* 

x.b = 0 

=> 


*, +3j 3 -2jtj sO 
2aj - 4 Jt 3 + Jtj = 0 

•r 

resolviendo el ti Mema (a) se tiene: x { = x 2 , .tj - 2 a, 

—I 

L ue¿o r = (.t¡, * a- j ) = (a, * a, , 2 a,) - a, (1,1,2) 


|a) 


A — A, {1.1,2), a, e R 


h- -+ | 4 -» ^73 -* 

79) Dados los vectores a - (a { ,a 2 y b -i—,——), Haltar o : -a,, si |[ a ¡] = —— y si tí 

2 3 3 


y b tienen direcciones opuestas. 


Solución 


Corno <i y h tienen direccimis opuestas unlunces 3 ?.<0. 


4 4 


rr i _ , , . 1 i ,A 4 A A 4 A 

Tal que a = i ¿.donde: J = —-) ^ ú| = —. a 2 = 

i ^ i J » 


como 1| a || = 


Jíy A" I6A 7 73 


= — => K = ±2 


. 4 9 9 

—4 —fc 

cuino a y h tienen direcciones opuestas =$ X =-2 











V ecrarc.s y Apticaciont'v, 


¡OI 


' *+ g o 

Luego a -Ctí.^i,) =(-1.-1 =* £í, =-L £j, = - 

3 3 


U I i 

Pnr lo Unto a = —(-I)ü — 
2 3 3 


M) Ln la figura se lime || <t 11=6. II b II = 8 Hallar a .h 


Solución 

l I ángulo fonnadu entre los vectora a y b es 



120 c = j£' ( a ,b} => eos 120° = 


a .b 



a : fr 


b i 

i 

* 


de donde? 


, I 


e b =||a ||fínicosI20 fr ^--í6)t8i 

3 


= -24 


© De terminar el ángulo formado por los vectores: a = (VÜ. 2), b = {-X V3) 

Solución 


i —i 


Sea &~<¿i.ti*b) => cosí?- 


o 


De donde eosí? - 


II* IIIMI 

-VI 2 + 2 J 3 -Ós/3 + 2V3 -4^3 


■Ti 2 + 4.V9+3 4^12 K^3 


eos^“-i _=* e = 12CT 

7 


**2) Consideremos los vectores a = (-2,1,-3) „ ¿? = íl.3,~2), er “ (2.-1 JJ y 

—* — 1 -+ —t 

Hallar x + y+ ü de modo míe ti — x a + y h + z c . 
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© 


Solución 

(12,5)- *í-2,L-3] + y(U,-2) + z(2 f -U) 

(3.2»5><'2x + y +2z, x + 3 y - z. -3x - 2v + zl. de donde por igualdad \e nene: 


= -3 , y =3 . z = -2 


—2.r+ y + 2? = 3 

■ ,r+3y- z ~ 2 resolviendo el sistema se tiene: k 
-3,f-2>' + z - 5 

Luego x + y + z - -3 + 1 - 2 = -4 


Si Á+B+C = 0 y 4 = || A |j = 3. B B ¡|=5 . C =|] C ||= 7 . Determine el ángulo que 
forma A y jff 

Solución 

—¥■ —■ 

Sea a = jC i A, B) = 180 ft & , Ahora por la ley de Ios-cosenos: 

II7 || J =|| í II* +1BII 2 -2IIA im BII cose 

1 

49=34 - 30 eos 0 de donde cosí? “-— =s 0 = 120 a 

2 



Luego a = 1 SO 0 - 0 = 130* - 120- = 6<P 




Si a, p y y son los ángulos (llamados ángulos directores) que el vector A forma con los 

—* 

ejes; X, Y. Z respectivamente. Demostrar que el vector unitario 4 se puede escribir 
como: a = COSO, i+COSpL J+cos y. ^ k En consecuencia el veetur A será: 

—* n —* —*■ —* — 11 

A = || ,4 j| =|| A || Icos fí. i -eos fi. y + cos y. k ) . 

Solución 


a = v íctor unitario en la dirección de A es decir 
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—«• —m — ■ —r — r 

además A =]| A || cose, i +|, A [feos p. j + || A ||eos f- i 


A -|| A || (rnscr / + cus jB. > + eos y. fc ) 


■ p ■ 


12 ) 


de < 11 y í 2) se obtiene: que: ú - eos a. i + eos |S- y+cos y. fc 

—p j 

Oblciicr la suma de los vectores A y R que se muestran en la figura en dintele M es el 
punió ii tedio det segmento BG. 

Solución 



O tiene por coordenadas íO.ÍJ.Oi. M tiene por coordenadas. 
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(2A l .5) y k = OM = M - O = (2.6J ,51 


A £ 

Sea ir - —— - vector unitario en la dirección de ¿ 


!U¡I 


* 2 ó 1.5 

Es decir Jt = í—,—.—). donde |[ Jfc 11= 6,5 
6.5 6.5 6.5 


13 13 13 


Luego B a* | B || í = 6 50i , - i = (20U, 600.1501 

13 13 13 


B = 200 i +6GO/-H5Ü* 


Cakulamox d vector A . 

C. tiene por coordenadas (0,6.0). lí tiene por coordenadas (2,0,3) y sea 

F = CE =E-C- (2.-GJ). además P = . donde || 

7 7 7 

Luego A = | A |¡ F - 70<K—= (200. -600.300) 

7 7 7'' 


A — 200 i —600 j + 3 


\hora calcúlame? A+2J es decir 


A-h F = (200 i - 600 / + 300 #.) + (200 i + 600 } + 150 k) 


,4+ F = 400 í + 4-50 k 




r a. 
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Determinar la diferencia entre los vectores A y B qué sé muestra en la figura donde M 
l-s d punto medio de AE. 



Calculamos el vector 4 , el puntó O. tiene por coordenadas (0,0,0]; G. tsene por 

-i —^ a 

coordenadas (2,6,3) v sea N - OC, =(16,3) y vector unitario en la 

11*11 

dirección al vector N es dccir N = (—,~ ,"■), donde |j N ||= 1 


Luego A = ¡| A || X - 700(4,| A) = (200,600.300) 

7 7 7 


A = 200 t + 600 y+300 Jfc 


calculamos él vector R , el patito O. tiene por coordenadas (0,0,0): M tiene por 


M 


coordenadas (2,0,1,5) y sea M ~ OM = M - O = (2.0,1,5) y -W = — - vector un nano 


II Mi 


*- 


3.5 4 3 

en la dirección al vector M es decir M = (—^,0.— ) = (— *0.-) 

2,6 2.5 5 5 


Ltic go B -1 ti | M - íSOfPi.i, 0, - = (640.0, AS0) 


£ = 640¡+48O/ 


ahora calculamos A- fí es decir: 

























106 


Eduardn F >pmoza Rnmns 


A-B- (200 i -6W j + 300 k ) - (640 i -4 m Jfc) 


A- B - -440 /+ 600 j- 180 Jt' 



La ficura mostrada es un paralelepípedo rectangular donde |¡ A B JJ=5íi | AF J| = 4n t 


AG || = la si s = AD->- HC+ AB + AF , calcular || .s |j 



B 


C 


A la figura consideremos en un sistema y ubicaremos a los puntos respectivos. 


—* 

AD — D - A — {4a.5íj 1 Ó) - ((1,Ó,7 é7) - 



S = í4¿r,5fl,-7¿i) + ('-4¿í > -5d.-7ú) + (0,5d,0) + (4ii.Q,0) 


5={4«.5¿r. 14a) 


\lS\\ = -J\6a- + 25ir+W6a 1 
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fres fuerzas M. jV y P essán aplicadas a un punto y tienen direcciones perpendiculares 
entre si. Hallar la magnitud de su resultan le k „ sabiendo que |; V/ || - 2kg - / , 
y ||?H = 1 t¿S-/ 

Solución 


Del gráfico se licué: /? 3 — Ai + V 

“*■ —> — t -i —§ —* 

= P-J?, = P+M + t W 

como jC (P,M y= ¿ (P, N ) = ¿í {M , N) = 90° 

■“■>• —f —f —¥ 

por ser perpendiculares |¡ R j| -1| P+ JW + A' || 

|| P¡j : -||F+A'+Af j]-=|¡ P|| : +|| ||“ +|| M i 2 +2(P,Af+P.iV+M. J V) 

|| í ¡| 2 -121 +100+4 = 225 /. ü R |.¡= 15 




Cale lj: ai el trabajo realizado pur Lj fuerza / = (2,-5,21 mi desplazarse su punto de 
aplicación del origen al extremo del vector 5 = 1 2-5-7}. 


Solución 


OBSERVACION.- Si el vector / representa una fuerza, cuyo punto de aplicación se 

HK 

desplana de) origen al extremo del vector S . el trabajo w 
realizado por e$ia fuerza se determina mediante la igualdad. 

-* -t 

wsf r $ 

■+ 

corno / = (3.-5,21 y 5 = (2,-3,-7) entonces 
* = /,? = ( 2 .“5 2 U2 -5-7) = 6 + 25 - 14 - i 7 Por lo tanto w - 17 
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Calcular el trabajo realizado por la fuerza f = (3,-2,-5) si sj, punto do aplicación se 
desplaza un movimiento rectilíneo de ki posición Aí2.-3.5l de la posición B', 3,-2, I: 

Solución 


Sea S = AB = B A = (2-2-1)-(2-3,5) = {LL-61 

— f — ¥ 

w =- / . j = (i,-2,-5), (1.1 ,-S) = 3 - 2 + 30 = 3 I por lo tanto w = 31 



El extremo de / e$ ú + 3. y - 2, z- 5) y esto debe coincidir con A(2 p -3,5). 

Luego *®‘l. y = - L z =10. 

Los cosenos directores de la fuerza de 100 libras que se muestra en la figura son 0,49. 
0.29 y 0.87, 

Determinar: a| Los vectores compOOCfltes a ]ú largo de los eje 4 : X,Y,Z. 

bí Los componentes encalare$ en los mismos ejes, 
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Solución 


Sea ./'el \¿x r Lür i’uer/a en donde || f || — 3 DO libras 

-+■ —* —* —* 

Pero además / - í /. . / L , / 5 de donde / = j\ i + / y+ / k . lambién se conoce que 

f, =117 liCOSDE, 4 Hl 7II eos 0 . 4 =||71C0S7 

de donde eos ct = 0.49 . eos [i = 0.29 , eos y = 0.8? 

—^ —* **+ —r —* —+■ —*■ 

eomn / - / x . i + f r . j+f. k =|| / || eos a . t + ]| /1| eos 0+ || f [| eos 7. k 

—* —> —!• **+ ■*+ —* 

f = |[ f | (cosíi. i 4-gos 0. »+• eos7.ib) = 100(0.49 í + 0.29 /+0.87 ¿) 

a] 7 = 49 7 t ?97*S?7. 

-Js —I —^ 

b) Las componentes escalares en los mismo ejes; f % . i „ j\ . ¡ . f z .k . es decir 

497, 2 yj. 89? ósea (49,0,0), í 0,29*0}. (0.0,37). 

Dcscum poner la fuerza de 100 Ifrrs en componentes según las direcciones de los ejes 
X,Y,Z, ¿Cuales son los coseno? directores? (según figura). 



En Ea figura sé tiene F = i-3,4.2 ;,1 = 3 i + 4 j + 2 k 











Editarán Espina?# fiamos 


Cíhho F = ( F r , /■; , F ,> de donde 


F, =|| F j| coser 

F = ¡| F || ceas,/] 

—í- 

F. ~ I F || eos y 


De donde se tiene: eos ir -= — - -0.557 

ii 7 ii 100 


„ F v 4 
eos $ = - _ = 0,742 

II71 100 


F 

eos y = — 


II F 1 


100 


= 0.371 


Luego las componentes de la fuerza de 100 Ibrv según X. Y. Z serán. 

F % = LOO cas a =-55.7 Ibrs. ; F f = 100 eosfi= 74.2 Ibm. ; F =1 OOros 7 = 37.1 lbr$. 

Ln bote a motor se dirige en la dirección N 30" E a 15 millas por hora en Ltrt lugar donde 
la corríen le es sal que el movimiento resultante es de 30 millas por hora en la dirección N 
60' £. Encontrar La velocidad de Lj comente y la dilección de esta respecto al este, 

Solución 

7 

B 


E(X) 

l f 3 - velocidad del bote en aguas tranquiláis por acción rte su motor, 

V R - velocidad del bote debido a su moEor mas la velocidad de arrastre de la 

—*■ 

comen ic V 2 + Entonces V p = V¡ + V 2 



... (1) 
















Vtfiwrtfs v íüs Aplicacitífus 


5 -1 




Fin i_ l I. triángulo de ve dures., por ley de los. cosenos: 


V\ = + V¡ -ZYfaM -_W = T/25 3 +JW = -2f25X3n)cos30 : ‘ 


= Jl2525 - 750V3 = -/l525- 75Ch/5 (en milla por hora} 

* 

V, v Vi*. " ^ - v V* eosÓO®- F'j eos 30* 6 - 5\fé 

además en la figura *c liene. Ig0 = ~ = —-— - rr -——— ~ T7? Z 

V 2 x V fi -\\x Vg sendO^-V-j sen 30 6-J3-5 


Luegoc 0*aretg( 


6- 


t>S-< 


Para que val tires de a. los vectores: A = a i-2/+t y U-2a¡+ son 

perpendiculares 

Solución 

Medíame la condición de perpendicularidad: 


CS decir: A1B e$ A. /? = 0 . entonces {n / - 2 j + ¿ ).(2tJ i ■+■ ú j-4 k > = 0 
2¿r - la - 4 = 0 de donde a = 2, a = -1 

El vector «urna de dos vectores tiene 10 unidades de longitud y hace un ángulo de 60" cun 
uno de lo ve clores componentes, et cual tiene 12 unidades de longitud. Encontrar la 
magnitud del otro vector > el ángulo entre dios. 

Sol me ion 

Dalo: 4 = || A||= 12 
5=||?|j = l0 

5=11^11“? A 



En la Figura irinngütar se puede aplicar la lev de cosenos para hallar B = ¡[ B [ ! . 
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Eduardo k spinoza Ramos 


B = || B || s ^A 1 + r 2As cü&ü = v‘l 4+100-240 eos 60° se 2V3] 


ahora iLsamos la ley de senos: 


A 


M 


sen a sentí SO 0 -^) 


dé :-¡c i sene: 


son j3 = - ^ sen tít = - —= ■ sen hü' 5 = 2,5 J— entonces' 

,ÍI . wi Vil 


nr 

.*. $ - 0meií<2J. f r —} 
V 31 


\jy Hallar un vectorunitario perpendicular al vector: J5-4 i - 3 j 4 Jt y paralelo al plano XY. 


Solución 

— 1 —£ —+ ^ —t 

Sea A = A t i - A ;i . j+ A. k perpendicular al vector B y paralelo al plano XY, entorna» 
debe satisfacer las siguientes condiciones; 

© A. =0 para que sea paralelo ul plano XY, 


© 


y A; + á\ + A’ - i, para que sea unitario. 


A, 8 = 0 „ para qu.e sea perpendicular al veclor B , lo que implica que: 


A ¡ + A ‘ — I 3 4 

de donde al resolver el sistema se tiene: A - . A = - 
I44-3A =0 5 - v 5 


-*■ 3^4“* 

Luego: A=— ?+ — j 
5 5 


197) Los vectores a y b tiene igual longitud y forman un ángulo de y si la longitud de 

-» -* -* 

eí+ b es 4 unidades mayor que la longitud que uno de ellos.. Hallar || ti ||. 


Sol II r i i) II 












■» 
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Patos del problema: |] a |i = || ¿3 i|= t „ ¿ (« t b) * II a + b | = x+4 

3 

# 1 2 

gl ¿ ífi y b)-— =;■ ü „ fr = || a ||]| b || eos— = - => ti r b^-— -■-(1) 

3 3 2 2 

|| 4 i + /> ||- = (,v-4’r =* || a || : + || h || *2 a . b - x 1 16 >»»(2) 

reemplazando {IVen (2) se tiene: x 2 -4.r-8 = 0 => x’ — & 4$ => pr-2r =12 



x- 2 = ±2 J5 =¡f x=2± 2\íj dí donde **2+ 2v*3 por lo tanto |¡ a || - 2 + 2v 3 

-* — * _ “■* -+ 

E]i la figura: s+ b = (—^3,3), Si -| a ||~m y I! b |“" - Hallar m + n 



El vector a a*) se es presa en la forma: 


m -J 

ú = (H a ||eos 60 a , || a |! sen 60°) = > 


en forma igual para el vector b - ib^bV\ 


b = (-1| b || eos30°, || b j| sen30 a )s- 1-^,") 


1 7 


7* wa V5m, , ^3 n . r ^ 
corno a + b = ( -. ” +1 —— w,—) = (- v 3, 3.1 
2 2 


t 7 
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Eduardo Espinazo /tamos 


m 

y 




— —vi 1 3 


\f3«f n 
2 ' 2 


= 3 


resolviendo el sistema se tiene: n 


\ m = 


Luego; 


m + rr 


= 3 + V3 



La presente Iigura es un hexágono regular dé fado Lu a”, Si 


s - íí+ íi^c+ rf . Calcular 


IMI. 



l Tinquemos la figura en un sistema de coordenadas. 






Calculando los vector: S a, fr. c y d síl- tiene: 
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—i-1 „ J "i " 1 ^ JJ -j 1 

c = CB = íí-C = a } , 40 = 0-4 = (- 

2 2 2 2 

_t -i «*■ ^-+ -* 

i = ít+ h+ c+d =(2u,0) => ], í || = -fl 

-+ ->-»-* 

Expresar la ecuación de un plano perpendicular a!l vector A - - i-4 j+J: y Qtlt pasa por 
l" 1 punto Pi L -1,3)- 

Solución 

Designando el vector pOKicióL de f¡, por r 0 y el vector posición de cualquier punto 
Pi v,.y >■ J del plano por r vemos que el vector: 

P ti P = r-r :i = U-1) í + {y + 1) J + (í-3)£ 


debe tic ser perpendicular a A , és decir- 


A.¡;r-r y ) = 0 


,.AV 



La ecuación (I) es la ecuación que debe tan- satisfecha por los vectores de posición r de 
todos tos pu ellos del plano, reemplazando (r-r 0 ) y A en (1) y efectuando operaciones 


se Licité; 


2x - 4y + e - 9 » 0 














1Í6 


(lévenlo í spinnzn Hamns 



101) Si 9 es el ángulo que el vector A forma con el eje Z y si 6 es d ángulo que la proyección 

— 4 ' 

de dicho vector sobre d plano XY forma con el eje X, mostrar que el vector A ^ puede 

—* —# —« —* —*■ 
escribir como' A =| 'A |-(sen^cos^ i -hsenS.seri;^. j+COüO i ;) 

Demostración 



De la figura, el triángulo OAB es rectángulo y si cumple: 


A = 


- Asen# 
A sen & 


( 1 > 


siendo A' la proyección del vector A sobre el plano XY por otro lado,, en el triángulo 

A, = A'ctis 0 
A, = A sen $ 


rectángulo OCD se tiene: 


-Í2) 


ahora mediante (1) y 1.2} se tiene: A x — A sen 0. tos A v = A sen 0. sen 0 

-=£ —b -H* —I 

como A ^ A r . i + A ,. j- A,, k t que reemplazando se tiene: 

—■ —i- "i 

A - A(sen8- eos i -i- sen 0. sien j + eos 0, k ) donde A - ¡| A || 

(tüjJ Referente a la figura adjunta, escribir la expresión vecturiil para los vectores A y 
sabiendo que; A =j| A || = 52 v B =j : B j= 25 


te i 
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Los vectores r ]2 y r 2J que une las puntos F con t\ y P 1 con Py señáis 

—»■ —* —*—» -+ -+-* . . 

r r = 3 i +12 j - 4 k ; r,, - -3 í + 4 A . y sitó vectores un nano son dados por 

r7,=-^-=-!-o7+l27-4i) : ¿ = -5- = 7Í-37+4*) 

hill II'la II 

-* -* r -7 

de lia figura se Lit-’Tiíí que jp y r~\ son los. vectores unitarios de .4 y ñ de modo Qtie 

A*A*. =—(37+12 y-4*) = 12i»4ií/-16i 

=—1-3 7+4*1 = -157+201 

5 

© Demostrar que si dos vectores tienen la misma magnitud y hacen un ángulo 0, su suma 

e Q 

tiene magnitud. * = 2rcos(—) y su diferencia O - -i vení—). 


Solución 


Scart A y li (ios veelures tal que; 
A = HA||=|£||=v y 
























f 'duardo fispinozn fiamas 


$ =Á+ ti de donde s = fj S || = i¡\\ A || : +■ || B "|f +1AB 


í=flAf +|Sf+2 í3¡¡S|cps^ = i/lu 2 -hZv 3 cosff = V2Wl+cosd ...(1) 


J+cosG i-- i 1 0 

como cos‘— =-- => v i + coséí = , 1 2eos - * p , |2) 

2 2 V 2 


reemplazando {2) en (1 ) se tiene: 



x - 2v«>s<—> 


en Turma similar para D = A- B 


»= ¡ 5 S = \\ A f i- ¡| B |p -21 ñ = J|| A f + 1| B f -2 1| Á IHI filíeos# 


D - 4 2v* -2l ' eosfi = V 2 W 1 - eos# 


i é) I-CO&0 
como sen — * 5 —- 

2 2 


vi - co$6> 


= \P"? 


... ¡4) 


reemplazando (4) en (3) se tiene: = -Jl.v.Jl sen — = 2 vsení—) 

2 2 


8 


& 

D = 2i'5enf—} 
2 


Un vector a * ha formado con los ejes. OX. O Y \m ángulos a = fcU®. (3 = ] 20 a . calcular 

—I —i 

las coordenadas del vector a sabiendo que || a J|= 2. 


Snlueiáu 


Sea a - (fl, »<t : ,«•,) el vector pedido, además por coscnt» di rectores tenemos: 
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a 

eos a = —- 


lio ii 

■ CÜS fi = 

O II 

rir. 


C 057 - 


u 


£?, - !| fl || ccixfjt = 2 eos - I 


a 2 = II a II cus 0 = 2 eos 1 2Cr*' - -1 


= [| a || eos r = 2 Cos 7 = Icos y 


como eos* a + cos 2 ft-cos 1 y = 1 , entonces 

. 1 t 3 

eos" óCP+COS ' 120° + cús' Y= 3 =* - + — 4 eos" 7 = 1 

4 4 


fos’ysi => cosy-1— como a 
2 2 


A 


3 =2cosx = 2í±^) = tV2 


por lo lanío tas coordenadas del vector tí = úí,. a ; , n, t es: u * (V, 1,± 



Jos) Se dan tres vectores a = (I.-3.4), b - (.3.—4.2] y c = 'f-1,.1,4}. C alcuLar 

Solución 


h+ c = {3.-4,2)-K-U4j = (2-3.6) 


ftroy 




!*-<■» | (,+ c 


. + 9 + 36 


—-- + -(2,-3.6) = ±{2,-16) 
49 7 


—r -f 

Hallar los vectores +2 y b de V 3 tales que proj" =(2,3.4) y proy*. 


proyl || = *J4 +9+16 = V29 
* b 


2 ). 

-4 

pnsy * ^ ■ 

í Ib + r J 


(4,3,2). 


Solución 
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Eduardo Espinazo Mantas 


II prav* II = Vi 6 t O + 4 = j¥) 


proyt 

b 


I 


, proy 


- 


|| proyt || 


V29 


(2,3.4) 


= j _ /wpvÍ = -¿={4,3,2) 

- „ r h » V 29 


II p™y' 



■ II p™.v- 


II proyí || 


eneláABC eos# = 


fc U 


H 


tto £ 


..-O) 


^ (jj/ny" , prwy * ) = d (a , t) entonces: 
k « 


CÜS0 = 


previ.previ (XX4U4.X2) * + 9 + S 25 


proyl lili p™/; 

. Ip 0 


29 29 


II pray.1 II 

romo || i || = 


29 29J2 * 

eos0 ¿T" 25 

29 


en el AADE: cQ&d = 


proyt 

b 


MI- 


pntfZ 

6 


O II 


eos 6 


-+ ji 9 29v'29 “* 

a || = —- - — r _— entonces ü = || a || prey~ - 


25 25 

29 


1 29 

« -s—(4,3.2)=—(4.3.2) 

^ 2S ^ 2S 


ib = || b || proyt - — —-,- 1 = [.2.3.4) s “(2,3,4) de donde {2.3*4) 


í " 25 ’ v29 


29 

—i 

25 


23 

25 


U jr » 
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(íní) Sea ABCD un rectángulo tal que 2 AB = AD y ; sean E y F pimíos medios de los 
jados BC y DC . respectivaiiKiilí. Sí W = AE + AC + AF , Hallar el val-oí de. 

.2SÍ 


comp ** + comp ‘ 

AB AD 


Sdudón 


De los datos del problema el gráfico es: 

-* ■ -* - y 

Como M = AE + AC + AF 11} 


Calculamos los vectores.: AE . .-1C y AF 


AR —{a^a) v /tC = (2¿?* tí). AF = [2 a,—) 



reemplazando (2) en (1) se tiene: M - AE + AC+ AF -(íKa}+(2tf.fl)+ {2a, — I 


M =iü* 2 a + 2a. tí + a + -}~ i5u .—) también calculamos AB . AD y 2 M 

2 2 


AB =-:iXoi. AD = QaX '). 2 M =( 10 a» 


comp 


ümp 



11 

>. 

3tJ 

11 

Ib 

II AB 11 


--■ 


2M.AD 

r 

j t 

- 1 


II AD || 

-# 

>« 

-* 

Mí 

+ comp~ = 


5[| 


■ lito 




2? 

-- i 

o 
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Editarán Espineta Ramas 



Dí! gráfico *¡c tiene 


GD 11= 3 además 


calculando fG : 



como DF = (I 2,5) 


OP 


U^- _ # 

0P || OP 


12 * 
i— —3 
13'13 


además FG y OP tienen la m^ma dirccdún y sentido 

-* -* -* 

=3 U 


u _ =v_^ 

OP FG 


FG 


13 13 


—* —, 12 5 . ,48 20, 

Luego FG = | FG | U _" 4í—, -- (— *-¡y> 

FG 


—-* ?, 5 12 

ahora calculamos GD : f =0 _ - J 

gd of LI 3 


—? 4* 20 

= W 


5 12, 


..Al) 


COE 110 


GD = U GD I 1 U 


=> gd M ~^) -ai 


15 36 , 


GD 


13 13 13 13 


13 13 
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Veetoreí y s iíí icffl p.í 


reernplaxandn I 2 K (3) en í ’,) ^e [¡¡£Hí. 


—■* —- -— 4 48 ?0 15 36 33 56 

ro = fC+CD =(-,- )+ (- B ,-,=( H .-) 


* 33 56 

FD =[—.— l 
13 13 


(Q) Dado el gráfico ABC donde ¿A = 12G B . |MJf=4 y || AC ||-7 


aj CraFicar el triángulo ABC, 



b) Hallar comp*^ y Cúfflf f 


Ht; 


BC 


Suiui'iVui 



La s coordenadas de .4¿5=(“|| AB |¡cos60 s , ]| ,4# ¡| sen 60*) = (—2, -V3 I y ^ - -(^0) 
BC¡FaC-~AB =í7,0}-t-2,2VÍ) = C9,-I'J3) entonces || OC || = v’su 11 = V93 


- 3 - A B BC (-l.lSm-2^3) 18-12 30 10 ,— 

— -m —=^r & 11 ™ 

* c II flf II 


camu AC 
EC 


AC . ñC <7.0)49, -2^3) _ 63~ü _ 21 ^ 
" !ñ "153 3i 

It BC )| 



En la figura P es on punttn ¡al que el área del triángulo A es 3 veces el área del triángulo 

# 

B Hallar F |, 





























% 


124 



j Eduardo Espinosa Ramos 



Solución 


Sean b\ (-6*0) y A (0.81 del gráfico dado. 




A 




Por condición del problema se liemc: área A * 3 área B. => “ = i = r siendo r la ra/óíi 

8 


o relación entre las áreas; si hit.vi es uji punto que divide ai vegi nenio ^ a P 2 en ion res 
se tiene: 


.% = 


x, + m-, - 6+3(01 


y 


l + r 

>i + ns 


1 + 3 


6 

4 


3 

■> 


] + r 


0+3(8) _ 14 
1+3 4 


i 

;, = -T 


v = 6 


Luego F(--. 6 ) 

¿ 




Si AMA-1) y C(3,4.-5) son los extremos de una distancia de un rombo ABCD, hallar 


vector tal me me los pumos B y D si el lado AB es paralelo al vector a - (8,10,6) 

Solución 


Afl |j a ■=* 3 re R tal que Atí - r a 

de donde i ,v, + L y-,. ^ +1) = r(8.10.ó i 

de donde se tiene: 

Vt — lür , 2, = 6r-l 


A(-1. 


AC = (44-4), DB =í.tj -x 2 , V, -y 2 . Z¡ 



C(3A.S) 
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.4C 1 DB => 4C < aü.üe donde .r, + y t - Z| - x 2 - y-, + ^ = 0 ... <2> 

4 

DC = (3 t -jr 2 ,4 - y 2 -.5 - ) , u = { B.10.6) 

-♦ —* -» -» 

DC H a => 3 r € R tal que DC = r a * de donde 

x 2 = 3—8r, = 4-10r, z 2 =-5—ór 

ahora reemplazando 1 1) y [3.) en (2) se tiene: 

■ 

1 

Sr - I + lür - 6r + 3 - 3 + 8r - 4 4 I Or - 3 — ór = 0 de donde 24r = 12 =s r = - 

■> 

4 ar 

=0.5.2) 

D(-L-1.-8) 




Encontrar la proyección del vector a = (4,-3, 2 3 sobre d eje que forma con los. ejes 

coordenados ángulos agudos iguales. 

Solución 


Sea w c] vector unitario que forma trun ios ejes coordenados ángulos agudos iguales.. 


* ^ 5J 

H = icos0,cos^ons@) como || u ||=I ss oos" S + eos" € +cas' 0-1 =* eos" O = — 






















Eduardo Euptnoza Ramos 


4 3 2 

+ 


,¿LJLJl ( A- _L_L,_ i i i, 
1 >/5 vi V3 s/3 v'3 V3 


fM®}'-» =(13,11 

Jf 


11aliar ]a proyección del vector a = (7,12,1 >.nbre el vector í> = (3r-4). 


Solución 


Por definición se tiene proy° - ü 

6 ii HP 


e (7.1 2 }.{ 3 . -41 ,, , 21-48 , , 27 , 

= lE^iT- a ^'— 1 <*-*>*-*»-*) 


r 27 

■* =- — (3,-4) 

í? 25 


Se dan tres vectores: a = -2 i + /+ k , b =■ i +5 / , r = 4 i + 4 y- 

r 

Sol lición 

—* —» 

Calculando 3 n-2 h — (—8,—7,3) 


■«e 5 :fi2áín.í= 

¿ II r ip ||{4,4.—1)|p 


-32 - 28 - 3 21 

————-(4,4, -1) = --(4,4^1) 
ló + tfi + l 11 


proy\ 1 * lh> - - -- {4,4, -1) 
; 11 


k . Calcular; 
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Se dan dos puntos Mí-5,7,-6} y N(7,-9$l Calcular la proyección dd vector 

—|, - ■* 

a ~ s i.-3.1 i sobre d eje dd vector MX , 


Solución 


Caloüando d veelüffL MN = X -M = (7.-4L9) — [-5J , ^6) -(1 2, IG.lo) 


MN ={12-16,15) 


proy 



HK 



II MN !P 


1,1- j>A)MZ 16» 15 > { , 2 _ lb 1 5 
|| (12,-16.1 S) ||* 


144- 251b - 22S 


(12,-16.15) 


- —— (l 2. -16.1 5 i 
625 



proy* = — (12.-16.15) 

' TTj 25 
MH 


Los punios A y H. B y E, C y F. D v G son respectivamente. vértices opuestos de las 
caras AECD y HEFG (opuestos) de un paralelepípedo. Encontrar sli volumen. Si se sabe 

c[ul A(4,M)* F = </,,/ 2 t0) . CP = í-U7). BD = í ll-L-21), PF = pmy^ =(1-6J] 

AF 


Solueiiiu 


Como pr&y^ = (3,-6J) ^ AF 

A> 

31 1 R tal que AF - f(3,-6,3) 

de donde F - A = (3t,-6t. 3t) 
i /,, / a ,0) - (4,0,-1) = (Jf, -6i ,3l) 


II (3,-6,3) 


























Eduartlá Expitmm Ramas 


22 » 


por igualdad se tiene: 


7.-4*3r 
H h ~ 

] «.V 


'“i 

/, =5 => F <S t -2 p G) 

h = -2 


como FF =(i-6J) w F-P-(3,-6,3} =* F = F-<3.-6.3) 

P = (Sp-2,0) - (3.-63) = (2,4 r -3) =* P{2A 3) 

Además CP = {-U7} =? P- C = í-I.3,7) => C = P (-1,3.7) 
C = {2A-3)-H,3.7)18(3.1,-10) =» U3.1.-IQ) 

7] 11 

Como M es pumo medio de A y C =* M i-.-,- — ) 

2 2 2 ' 


I 


MD = 2 BD 

2 


O- Af =|(13,-1.-21) 


ü-M = i(13.-1,-21) = (1 , A y j+(y,-i-y) de donde DflO.O.-16) 


Además flD «4(13,-3-21) 


D - B = (10,0,-16} 


B = [ 10,0.-16] - (13 t -l f -2) =5 Bf-3j.fi) 


Como Cf-( 2-320). CF =1 -6.0,13). CD «<7¿l,-6) 


V=[CF.O CD| = 


2 -3 10 

-6 0 15 

7-1-6 


= 117 u 


v = 11 ? ¿í “ 


\ ~^ -i —t—t ^ 

Ü17J Sí a = 4 i - /+31 y A = -2 i + J-2k . Hallar un vector unitario perpendicular a a 

y h . 
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Solución 


a xb 


Un vector perpendicular a los vectores a y b es ¿¡xb entonces u - ; r es un 


a x b 


vector unitario perpendicular vtax b , ahora calcularemos el vector a xb . 


a x b 


i j k 
4 -L 3 
-2 i -2 


= - / -i-2 p + 2 A •=> a x b = - i +2 j + 2 k 


Luego |¡ ú v h || = Vi + 4+4 = 3 


, axh I, ? -"f 

Ptjr Id lanío: ir = —- - — — ( - f ■+■ 2 j + ¿ k ) 


|| a xb || 


■* ir 

tí - — r + 
3 



HSJ Sí d =3 i — j—2Jt , h = 2 Í + 3/+A .Hallar: 


a} (¿i +-2 .£>).*( 2 fl- b) 


hl |¡(fl+ fc>AÍfl-¡0|| 


Solución 


a) a+2f> = 4 r + 6/+2t t 2 o-.fr =6 i-2 ;-4 k 


ia-lb)x(2a-bi = 


¡ J k 

4 6 2 

6 -2 ^4 


«-20/ + 28 j-44A 


bi a+b =5 i +2 /-fe , <^fr = í-4/-3A 


[ ¿t ■+2 b }x{ü— h ) = 


¡ / A 

5 2 

i -4 -3 


= -in i + 14 i-22 A 




I (O 



















Eduüfidú ti.inora Ramas 


-*■ —* —* _- 

|j f a + í> l eí a - h ) |j = % f í 00 +196 + 484 = 2V185 


Los vedares a y b forman un ángulo 8 = —, sabiendo que || fl ||=6. j| 6 j|=5 

6 


calcular ¡| cT x b |f . 


Solución 


Conocemos que: | i? x b (|-|j a [f |J b ¡| sen 9 entonces; 


a xh II = 


Sisen - =30(1) = 15 
6 2 


Sea || 0 ||=10, || 6 J|=2, u .h -12 calcular ! |ítáó 


Solución 


Como e.b =|| a |||| b ||cos# ^ 12-2Ocos0 


cosí? = - 
5 


sen# = vi - eos" 0 = l| - — =. — 

\ 25 5 


a xb || = || a lili b || sen# ^ 20{ “) = 16 


Demostrar que; || a k b || : Ha .b) 2 = j| a || 2 j| b || 2 


Solución 


ü xb || 2 + ía.ó)- -f|fo ||.jj b f|sen0)“ +(||a ||.|j i?||cos6) 2 


=11 a fr|| i>|| (sen- 0+c©s*0)=j a Jj : '|| h || J 


llojítr Ha.br=ta\\Hb\f 
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(f22) Los v íLlores ( 7 . \ b son perpendiculares entre sí, sabiendo: [| a ||- 3, |¡ h \\-4 calcular; 




a) |1 t<i h- b }x(a- ¿>)|| 


bj H(3 a- ¿>.tí fl-2 h)\\ 


Solución 


—* —w —■» - p p r t r i ■ 

a) ( a ¥ b) jt( a- b l = a xi ü- b ) + b a-b) - a xa-a xb+ b x a- b x b 


= Ü + b ,1 á í b x a - " -2 b- tt 


j| ( a+ b ut ¿i — b i |¡ = 2 |] b jc a ||= 2 || b |j|| a [ sen '?0 C - 2(4H3l(l .1 — 24 


:a + S>Jrtfl-*)U=24 


bl ||i3fl-¿r)x(ft 2b)\\ = \\jaxia-2ki-hxíü-2b)[\ 

=|¡3 u jc fl-6 u x b- b xa+2 h x b ¡| =]|6 b x a- b xa || = 51| 
= 5 (I HUI a || sen 90^ = 5<4K3X 1) = 60 
|| (3 a- b )jrí¿r- 2 b) || = 60 

1123J Los vectores a , b y c salís facen ta condición «+ íh- c = 0 . 

—b —* *—* —p —f —fr 

1 Demostrar que: a xb^bXC — C xa 

Solución 


i -í -* 


l> a + b-+ c - 0 * mullí plicando por a se tiene: a x{a + b - c ] = tí v U - 0 


íí je a x Ó+ a xc ■ = 0 Ü+a.t/;+ ti ,rí - 0 


—• —* —t —* ^ —*■ 

ci a b = - a x c = c -í «i 


11 


jt b = c xa 


> i 
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líduardo Espino~a Hamos 


—P —* «f * 



ii) h ,vlo+ &+ c ) = Jb jc 0 = 0 


b .í ü + b x b + h x c = 0 b x *7+ U + b x c - U 


—* -• —> —j 

ft x jt - - b x a - o x h 


Íí 5 b = J c 


de (i) y (ii) se licúe a x b = 6 a c = r x a 


J24J Los vectores a,b.c y </ están ligados por las relacione* a xh- r jed .. ,7 r r = f» rrf . 

-t -t -> -t 

Demostrar que los. valones í?-d y b-c son cólmenles. 

Soluuin 


Pt>r demostrar: {¿j-íOh b xc i= O , pues lo que si son colincale*. los vectores son 

—f 

paralelos y el producto t ectorial debe ser el vector O (rulo). 


(tí x d)x(b x c ) - a Al b— c I d x(h - c ) — a x h- a x r- d x b h- d x c 


= (a xd+ d x e)- (0 r r 4- d r b | = {a x í>- c xd) - {a x c- b x d) 


= 0-0 - Q 


como ( íí -d )jt( b^- 1 " 1 = O íi— é y b-c son col ¡nenies. 


Determinar el área de un para le lógrame que tiene como diagonales tos vectores 


fi = 3/ + j-2k y b = í-3-/ + 4fe 

Solución 


Área del para le lógrame = \ \ AB x A O 
AC - a = 4Ü+W 
RD - h+ AO- AB 



D 


_ .__ 
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[7 x b - ( A8+ BC. )x( ADx .45 ] = AB x( AD- AB }+ RC(AD- AB) 


-4 - 1 


= AB x AD- AB x A5 + 5C v AD - BC x AB 


-4 -* 


= AB A AD- 0+ 0- AD X AB = AB x AÜ+ AB x AD 

-* -* 

-* -* —* -* —~~7 &xh 

a x h - 2 Ai* x AD =:■ AB x AD = —— 


! 


área de! p&falelogramc = |) Afí x AD ||«- || ü x b |i 

2 


a x b - 


i j k 
3 i -2 
b -3 4 


= -2 i -14 /-10Jt 


axb 7 „T ,7 
—— i-7 j-5 k 


Í|[üaÍ|| = v , 1 + 49 + 25 ^775 


Aren = ^75 = ñjl u 2 

© D “™ i “ d *"• de B “ n * uto ” vértices “ pun,os Pí3 *' 1,2) ' Qa ' 1 *' 3l ‘ 
R(4,-3A). 

SoluiMüd 

Área del triángulo = ~ [| PQ v PR || Q 


Dímde Pi3 = -2 i - 5 A , PR = i-2 j-k 


PQ x PR ~ 


t J 
-2 0 

3 -2 


= (-10.-7*4) 



R 


\ 
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Eduardo E'■pinaza Ramm 


—LA®+49+16 li 2 


área dd triángulo = [\] FQ x I=~|Hül-7 ,4)| 

2 2 2 


Dados los vectores a = (l,-2,3r, h = (l, y r = i1—3,4} Calcular: 

-+ —» 

al El área del paralelogramo de lados d y b , 

-4 ^ ^ ^ 

lli) El Area del triángulo de lados a„c y c-t r, 

- 4 — 1 * —* 

cj El volumen del paralelepípedo de aristas y c 

■sír —■ 

d) El volunten del Ir.Lrácdro cuyas nristinv vun a, b y c , 

Solución 


al 



área parale! ogramo - j| & x b || 
donde a=( l,-2,3>. ff = (1.1-2) 


u x b = 


i J 
I 
1 


-2 


k 

3 

_7 


= i + 5 ¡ + 3 Jt 


área del paralelugram» = || a vi* ¡| = VI +25+0 - V*35 u~ 

hl área del tríáneulo - - 1 a v e || - — vi +1^I = — ic 

y y ^ 

—-4 

c) El volí]raen del paralelepípedo - \¿¡ h r: j 


L« Ú e} = 


í -2 3 

1 i -2 


= 2 ¡i 


] -3 4 
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f - I 


di EE volumen del tetraedro = -Ía /j r 1 = — - —u' 

t 6 3 

Sf l| a ||= 3; ||fr|“4 f calcular l ci xb }.(« r hy-ía. h )■. 

StíluLLIdü 


(fl v h J.ffT x .!>>+( a .fry =]|a x b f +<éi b) 1 =|| a |f || b || J sen" 0-«-|] a |["[| b ||“ cor $ 


=!|fl I"|| b |!" (sen" & + eos. 2 £) =|j a !| 3 || b ||' =(3>'{4)'‘ -144 


í a x h M ti x b ) + (a , b ) ¿ =144 



Se dan ios vectores a s{5-ÍU) ; b— f3.-2,Q]; c — (—4.1, a) , Hallar la tercera 
componente x con la condición de que tos tres vectores, resuden en un mismo plano. 

Solución 


Si, los ires vectores esia en un mismo plano, entonces el volumen del paralelepípedo es 

—* —t —i 

cero, ósea [a b c] = 0 


Entonces 


\ü b c\ = 


5 

3 

-4 


0 

-2 

i 


3 


0 “D 


x 


=> -lOx- 5 = 0 




La tuerza / =(3,2 T -4} esta aplicada en el punto, Exterminar el mornenio de 


Osla iueraa con respecto al origen de coordenadas 


Solución 


OBSERVACION: “Si el rector / represente una fuerza, aplicada a cierto punto M y 

—* 

el vector ¿i esta dirigido del punto O al punto M. el vector 

—ti —t 

a .i b representa d momento de este fuerza respecto al punto O". 
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Eduardo E$puwz& Ramm 


Sea o - OA = 4 - O = (2.-U K f = (3,^-4) 


Momento de fuerza = a x f = 


1 j k 

2 -1 1 

3 2-4 


= 2 i+11 j + 7k 


¡OI) La fuerza / - {2,—4^5) esta aplicada A punto M(4 P -2 T 3). Delennánar d momento de esta 

fuerza con respecto al punto A(3,2-1X 

Solución 


Sea a ~ AM ■= Af — A ^ IÉ, — 1,4> a - (l p —4 P 4> 


Momento de fuerza = a xf - 


■ j * 

1 “4 4 

2 -4 5 


= M.£4) 


* -i * -* —*• —-* -* -* —►-+■-* 

Sean los vectores m, n y r sí (w.r n í r {mx r ) = m Calcular (m jn)jc(ri x r ] . 


Solución 


A piteado I a prop iedad: a jé. ¿ x v ) = ( a . c) b - ( a, b ). c , por I o tamo sea a = wi.v n 


(ni j* n )*{nnr r} = a x{m xr) -(a. Ow-(<i.m) r - (mx ir r )m- (m x n. m) r 


—4 —I -41 — 9 —f —f —i -4 -f 

= Íítu n.r) •(m.nxm) r — (m xn . r}nt - m 


ü 


de donde: m x n . r =1 ahora calculando lo pedido: 


(m xn )x( n x r } = [mx n .n .r ) s-luu n . n) r = (m Jfw - r 1 n - L n = ?t 


Ü 


^4 *4 "4 ==4 «4 

(pjí x n )x\ji x r) — rr 




a «■ 
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¡Í 3 S) Deducir la ley de los senos en un triángulo empleando el produelo vectorial. 

Solución 

C - A— II =? cM = (A-2).íC 

^ —Ji —t —► ^ 

0 = AxC- BxC entonces AxC^BxC 

U A.T?|-j|B,cC|| entonces || í||l|C¡|sena =||J3||||C||sen(ISO 5 - 0) 

s 

MI .Mi 



A =|| É?j| sen J3 -4 


sen f} senes 


-*■-*-* -*-*■-+ -* -f 

C = A- 5 — A = R+ C — AxA-ÍB+CtxA 


... (I) 



0 = BiA+C,vA entonces C xA = - BxA - A * fi 

|CiAH=M*fl| =■ ¡|Ci|U||iW«=||A|||l»l|sen9 

_ I! s lí II c II 


C II sena -II éf II sen® 


de (1) y (2) se tiene: 


seníí sen® 

ll/t 11.1*11 |CH 

sen ji? sentí sen® 


-(21 


i.os punios Aíó,-6,8), B, C v D son los vértices de un paralelogramo, siendo 

AB - (L7.3) uno de sus diagonales si proy M = AC , Encontrar el area del 

a o 

paralelogramo que sí construye con auxilio de P de modo que AP = 1 1.4,4): sea una de 


sus arista* AD una de sus diagonales, se sabe además que proy - -—(2.4,5) 

4? gc 4? 

7 


Solución 
























Eduardo Espinosa ftamm 


Por datos JoL problema so tiene que: 
ABC’D rtcJtárigLilo, puesto que: 


proy Aíi — pro y '" lif = pray Aí * ~ AB 
JCA 


O» 


4<T 


AB AC —T 


AC = AC Jl donde 


II AC || Z 


AB AC 


1 => AB . AC = ¡| AC 1|’ 


II AC f 



- a__ i B 


Q 


-f -* 


—e- -p -p - *■ 


Alt, AC = 1 AC |- ^ AC . AC => AB . AC- AC , AC - U 


í AB - AC J. AC = 0 » (¿í - A-C + A). AC = 0 ts Cíí . AC = 0 


Como AB es kt diagonal del pareltíograniij 
pBJülclograiTiü. 


CB y AC son, los lados del 


Piara hallar el área de QAPD. es suficiente hallar AD puesto que ÁP conocido. 
Como proy 




¿(2.4.5) => BC (J—¿(2. 4.511| (2,4,5) 
45 45 


Como AD ¡I BC 


AD 11(2,4*5) 


Además AD-proy^ ~ i 2,4.5 i 

AD 


Entonces A = área = || AP x AD ¡:| = j| <4 f -3.4) |f «= VÜ u 2 
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1351 


«+ — —* -* —* —■ p • "r, , 

Es falso o v erdadero la siguienic proposición: (a t b >.( he )x( c x a ) = (a X v x c V) 1 

Solución 

Sea A = ¿r x b , ¿f = í? j c . D = c x ¡i 
A a B x D\ = A.[f! xiC .x ü)\=A .[« B, a)C-ÍB .C) ¿?] 


= ú xb f<( b x e ). a ) c~{k x c, c > a ] o lambían 

í -t -| —i —i —i —* —f —r ^ 

= a x b \a b c J c - í & x b . c J.[ a b b ¡ 

—i —^ —t —í —> ^ 

-f íi b c ],[ü b el — [o b c)" = ( ív. b x c )' 

-* -I —* 

por lo tanto la proposición es falso, salvo en d caso en que a „ b c c - 1 


136) Dado el paralelogramo ABCD en R de área 1 20 u“, Sí E esta sobre RC a — de la 


1 

distancia de B a C y sí F esta sobre CP a - de la distancia de D a C. Halle el área dei 

4 


triángulo AEF 


Solución 


A = || r; x h j| - área del paraldogratno 


-t -4 

A = — 1| íí x b 1' = área del triángulo 


3 - AvtiíjL + A i ecf + AiAW + A SA£T 


B 



a Jt 6 o-i|a*|*±Jjxí II+-W 


|| a.si || =i|[ u xb || II a xb III n ** ll + ' , ¿*£p 

n 4 8 
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Eduardo E^pinoza Ramas 



* 1 1 pi ?,,, ii no __ 

^ vi t F “ 2 4 a TJ ^ ^ “ 24^ 1 ~ “~ = ^ u 


Á X\EF = ^ ' 


137J Sí a, h, c b R * ; -donde {& b c \ ¿ 0 . Determine un vector n . la! que uxa = u xh, y 

—i H - 

fu a r | = m , m e K (m es datOK 

Solución 


C orno u x (? ■= u .X b =? a x a - j r .i b = 0 de dy iide 


u xia- fr)- 0 =s- u || a- b =? 3 i é R la] que u = /(lí-Jb) 


wi = [ u o c J = [f[ a— £«) a c ] = (í (a - h )x ac 


m — i(a xa—bxa).c ■=* m^-t[bac 



m - í] a b c | 


m m , 7\ 

/ =••---- entonces u-—-- (a— b) 

h —a _ m l l i 


\a b c] 


[a ¿i c] 


J 38J Demuéstrese que: a x(h x c) + Li .*( cn) = c x{ h x a} 

Solución 

Medíanle la propiedad del producto triple. □ x(bxc)s(a.c)b-(a.blc 


bx(c x a) — t h . a} t: — t h. i. - ) j 


ahora sumando ambos miembros se tiene: 


a *(b x c)4- b Sí c s a) = (a , c) b-(a , b), e = c x( h x a) 


/. a xí b x c) + b x( c k a) - c x( b x a í 

139) Si a p b y c son vectores de V-; a y p número reales cualesquiera. Demostrar que 
[a b(c+aa+jS b| =(a b c ] 
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Sruufinn. 


Aplicando b definición dtí producto mixto so tiene: 


—t —> 


[■á h[ c+a a + j3 h|] = a ib \(c+cr b j) = a.ib* í+fíbx a + cebxb) 


— a í 5 * C ■+ ¿X h a a -f 0 J — ¿r b x c í ■>- w_ ¿r . í b x ¿j í 


= a .(b * c ] + a b .i a x a) = a .(b x c > = I a b c ] 


[ab(c + aa + |Sb)] = [abc] 

-t ^ ^ —i —* 

J4QJ Si ay b son vectores de V 3 , tales que :|n||=3. |] b H - 26 y || a x b |[=72 

-* -+ 

determinar a ,h. 

Solución 

Aplicando el ejercicio (115); || a x b ||" -Híí . fr)“ — [[ ü [|'’|| b |] 

Entonces al reemplazar sus valores se tiene: 


72" + (£r.br — f3>" [2&) a => (a . b)* * 6084-^5 m 



(a ,hy - 900 =s ah- ±30 

=■1 -4- “** 

L1 producto mis lo de tres vectores a t b y c de V 3 , esta definido por 

*i - i t —f —í —t 

|ü h í | = tí .(ó x c ) verificar que ve puede expresar en forma de determinante así como 


[fí b c] = a *(h r c) = 


a, a t 03 

í?i ki 

c, c 2 c 3 


Solución 


“T ^ 

Como o, A y c € Vj =* « = (ü] .dj.flil* ^ - 0| i )< r = (¿i .Cj.Cjf 
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Eduardo Eipinuzff Ramas 




h xt = 


i j & 

¿i b 2 h. 

c, 


£ 2 r 3 


- (- b : .c 2 . - b } C 3 , ¿| C 2 -h : r,) 


a ,(¿> * C}-(a lT a 2 ,á 2 ).[h¿c y b 3 c. -b^ i% -* t r : > 

— tí ! I £ 4, “ b ; í" T J ÍJ T í | ) "t” tí'j í C ^ — t'J ) 


= tí, 





iL ti -> i J - 

b, b,] 

°l °i 


h { b 2 


3 i i 

1 — fls 

A 


+ ^;i 


— 

*1 k 

c 2 r j| 



c, c 2 






C, C¡ ÍJ 


[ íi b c ] = tí.{ b x c) = 


tí t a 2 a i 

k h 2 b s 

C\ ít C«i 


Mostrar que: ¡a b r ] - [b c fl | = [c ú b ] - -H a c b | - -*{ b a c J - -[ c b a J 

Solución 


[o b c J 


fl, Qj tfj 


n ? <$ ^ 


c | c l 

¿H 6, ¿j 

— “■ 

c t c 2 C i 

— 

fl L dv flj 

£ 'i r : c 3 


¿L b 2 h ? 


bj h 2 




¿2 

C 3 



fr¡ 

*> 





= — 




:= 

£ 'í 

c 2 

C 3 

— 

tí, 


a J 


«i 

íIt 

i 



fl I 


d 3 



r 2 

C 3 


lo que es lo mismo expresar así: 

[tf b c] = ~{a c b] = [c a b]*-[c t a] =[G c a] = ~{b a c] 

Si a,h y r sor vectores de V\ „ y s¡ u y f son paralelos. Demostrar que 
[a b €) = 0, 
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Sulucion 


Cómo i\\u => 3 weR ial que o =aa 


^ —* _t —jt —f «• —* —r ■ 

[a 6 H = o ■(& * c) - a 4> x(u «»■= a a .O xa) = k ,{a xa) =ab ,Q = O 


| a £» t r ] = 0 


-i- -* 


(144) Si d vector c es perpendicular a los vedares a y b y el ángulo formado por a y h 

_* _* 

es igual 3 30 6 . Sabiendo qué [] ú ||= 6 , 11 b ||~ 3 y ]' c |= 3 Calcular | u i 1 -' c I 


Solución 


Como r |! a. i> =$ c II á x b 


Y sí c I] tí ji b =* 3 a e R la! que o = <x(n x (?) 


Además ¡| ü v b \[ 


HUI! 11/7II 5én3« J -íí>H3»(i) = 9 


lo 


bc\-aMhze)«b.{cxa) = c.{axb) =aiaxbnaxb)-m\úxb\ =81« 


[d * e ) = Sin 




como || 71| = 3 =* || c Ihl trillo ¿7 | ^ 3 = | d | 9 


, 1 


1 \ 

a "i' u ~ 5 


( 2 ) 


reemplazando (2) en [I.i se tiene. 


| a h r] = ±27 


(145) Mostrar qué: a *(l> x c) = (a, c ) b- ( a .b) c 


v 
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Editürdo Espinazo Ramos 


Solución 


Aplicando la definición del producto vectorial. 


b x c = 


* J 


—* 

Jt 


b t 


C| c 2 c 3 


= ib : Cj -b 2 c 2 ) i -V ^ 1 J +(Vi ' kít,) k 


a x{h xc) = 




a-> 


jfc 

a x 


£\c z - ¿ve-, djCj - - í 1 ,^ f.s — c¡ 


”^ r J )-^3tVl ^+[fl 3 íí^c 3 -frjCjJ'iíiíV; - / + 


+ ki (¿> 3 C| - ¿?]C 5 >-a 3 (¿sc 3 - í>j r 2 !l A 


— [íl¿í , '|i“2 ■+"ü ti É^jí - 3 í f +í.ííit , iC^ — fi]|£*i¡[ 7 ii ’ fí|¿ f z L,"| ) j + 


(a . C ) b = (flj t'j 4 u^; + tíjCj ).(A, f + ¿2 y 4 Jí ) 


■ (a i h i r l +£t ; /? ] í? 2 + ff 3 />,r 3 ) +fl¿fr 3 «"2 +a i 6 , í c a > /+ 


+ (fljiíjCj 4d 2 fi3,C ; +flj^Cj) k 


{a,b)c = (ü 3 fcj + íí 2 £»¿ ).(c 6 i 4 c 2 i + c 3 A) 


== (a¡¿>j íTj + fl 2 £'>£: | 4-13j£■ jc - j ) / + +a¿b 2 r2 + íiyb^c : ) j + 










+ -fljíiCj +d 3 ^£ , 2 >A ..,(1) 
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la.c j ¿-fiable s(fl,íy-, -üjÍy'í + éMvM i + 

+ -a,b$c-, - a^h. c-, + ) j + 


-rífl | fr_ l r l ... (i) 


ahí ira comparando [ 11 y ( 2 ) se tiene:: 



a x( b _r c } = (a , í") b—i a ¿ir 



Dados los vectores a, h. c. d c V a . Demostrar que: 

—»■ —t —» —» ^ -^i —* —* -*—*—«—*■ 

(a x bu c xd) = (a .c }l 6 . J) - I ó .rf)(¿>c) i Identidad de Lagrange) 


Solución 


Consideremos r = a xh entonces se tiene: 

_*_*-*-* -* -*„ -* -*-+■*+ -* -* -p 

{a í¿J),(r xd)“ r4cjcJ)=c-.(íí a r> = d .(r .r r) =¡-rf.(e a r)= ¿¡\[c 

j» 

-*—>-«-* -* —* -* -* ♦ -* -*■ ~* 
~ Hfl ■ d Ub .c) + (ü. c).(¿,íf) = í0. c) a .d ),li>. c l 

t —| —► —f =* —+ —+ —h —i ' r + # 

[a.vfr),(cAií)-(d rJ,{b ,£Í),f¿.c) 



Los vectores a. b y c de V a forman una tema de ano derecha y son perpendiculares 

— -* -+ 

entre sí, sabiendo que || a |= 4 . || b [|= 2 y || c j| = ü . Calcular [& b c ], ► 


Solución 


Por dato del problema se tiene que «i. o 
a II b Jt c => d r e K tal que a - r(b x c I 


son 


perpendiculares entre sí entonces 
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í¿i b c ] - a Sb x c) & ]jt| b x c |j eos U® = !| tf |j| .v c || 


[ah c]=||fl Í||| bxc H=|!/1>jrr)||j b xc ¡| =| r|||¿ xc |||| b xc ||=|r¡ 1^ c|| 2 • U) 


ti b X C ||=1 b 1 c ¡| sen90° - (2i(3) = 6 


m 


reemplazando >;2) en 11: se tiene. 


í¿r b c]Mr]3ti 


... (3} 


corno a.b.c forano imu ruano ¿¿ derecha => [ti b e ] > G 


entonces [ a b c \ =■ 36r 


14 ) 


además a - r( b x c ) 


í7 ||-| r || b xb ||= 6r 


II H= 6r 


4-br =* r ~ 


{$) 


ahora reemplazando (5) en (4) se [¡ene: 


[¿t b c ] = 24 



Demostrar que el volumen del LeLmedro que tiene a+ b . b+- c y a^c como aristas 

coneurremes. es d doble del volumen del tetraedro que tiene a los vectores a , h y c de 
Vj i como aristas concurrentes. 

Solución 

—i -i —* —# —f —*■ 

Sean \\ d vú turnen del tetraedr o de aristas concurrentes n + b , b+ c y v+c > sea V 2 
el volumen det tetraedro por demostrar que: V\ - 1V 2 


V. = -■ |[<c+W+cXfl+cTJl ^^\ía+bu(b+c)x(a+~¿)) 




| —k —-* —« —I -“*■ *■* —t 

V =- Ua + b).lb \ití + c i + c xi fl+ í))| =- | iv+ hUhxá-b rt+cxn+ cx c! 
6 tí 
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—» “+ ”* -* * 
V. - — ¡ | ÍH- h J.(/j xa 4 h X C 4 C 
6 


| -t -4 -I -I -» -t -I -*-* ^ I 

V, = -1 a.(b xa ) + a \ b .r c >+■ 6 | c x aí+b >{b a a ) 4 b Á b x a)-h.(ex a i | 
ft 


1 


-4 —P 


1‘. = | 0+ ¿i .{ h- x c) 4 0 4 0+ 04 b ,{ r x tí I [ 

6 


V. =■- la,(6 j:c)+ ( Xtí .rbi\=^-\a .ibxcí* a.(í>Jrf)| 


V, = 4l a X* Jr =) 1= 2.—1 |B * c ] 1= 2V 2 

q n 


V,=ÍV : 


Daájs los. vértices, de un tetraedro A(2 v 3,í), B(4. L-2). C(6,3.7 > y ÜI-5.-4.K). Hallar la 
longitud de su altura bajada desde el vértice D. 

Solución 


Sean ci = rt/í =l'2.~2.3) 
b = AC s(4 t Ql6) 


c = AD — (“7,-7,7) 
tí = ü x b = (-12,-2-LÜ) 


\ 



sea j A | la altura bajada. Luego h = proy I de donde 

ti 


iia|i=ii^iii=i«^i= 1 ^ 1 =^=^=ii 


v II A 1*11 



150] Determinar las fuerzas F, y F\ . tal que su resultante fl sea paralela al vector 
a = (U.lj y U F } n=3, |] Fj II = y ii F { tiene la dirección del eje GX. 














148 


Eduardo Espinosa Ramos 


Saludó 11 

* 

Como F, ücne la dirección del eje OX =* f, ||¿j¿ üx 

—*• -+ 

I.iutl’u jF ~ [.c,0,(l) para algún x > fl. Además [| F¡ ||— 3 ^ ||x||-3 —* X = 3 

—fe 

/q =(3.0.0] 


Sea F z = (a.b,c) v coma i? = F + F 2 ► entonces A' = (« + 3. A + c) 
por ser R \ a =* Rx ti = O =*■ Rxa = (b—c, e-a - 3. <i + 3- A) = (0,0,0) 


■ "i 

í> 

1 

II 

o 

d = r-3 

1 

a 

i 

■jj 

II 

o 

JJ 

fe = / , para todo 1<= R 

0+3 -fe = 0 

r = í 

por ser ||/y¡! = v/6 

■H* ^ 

=* !| í - ¡|' = 6 entorces 

(r-3) 2 -i-/ : +r =6 

—1 

=> i=l entonces F 2 (-2*U) 


f| - í 30.0), K =(-2.1.1) 


15lj Hallar la cnnsiante a de forma que Ins vectores A = 2 ¡ — j+ k „ 

*•+ —f —* -*+ 

C - 3 í + a /+ 5 fc sean cnptanare.s. 

Solución 

“t *■# * "rfr —+ “I 

Los vectores A, B . C con coplanares \ A B C [ - 0 


[A»C¡ = 


% -I I 

I 2 -3 

3 a 5 


= 0 , desarrollando se lie ríe 1 


2{ 10 + 3a) + (5 + s ) + a —1> = 0 •=? 7a - -28 de donde a — -4 






tsi 
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1152 j Simpliftcar (A * BUC Mi C+ A ) 


Sh>Iiil'Íüj> 


{&+ Ojc(C + A ) - B tk(C+ A} + C J e(C+ 4) = íí a C+fl* A+ C c 17+ C je A 


—í —I- —í —1 —t —í —t —t —I- —t "» H —I —» —f —t— 

= J?jcC+ B x A 4 C x A = {A+ Bi .( RrC )jt{C+ Al = \.A+ BUBx C’+ Bx A+ C‘ x A} 


A ,{[t x C+tt r A+ C x A i + B .i B x (7+ B x A± C x .4) 


= A,fíxC+ ArBxA .A C x A+ B BxC+B.B x A+B C x A 


i A BxC+ O-hO -Q+Q+B.€xA = A ,fí xC+C AxB 


-t —r -* —P -i -i —P—P -Hr 

A,BxC+A.BxC = lA.B,vC 


J53J Si o . b. c, d son vectores de V l . DomMirar que* 

—a —k —* —* —% —f -4 -» —i —í —i —# 

(a x b !.(c x d ) + (u x d ).(& x c ) + (c Jt íi ).( t> x d J s 0 

Solución 

—I —I —P —í —* —» —i ^ ^ ^ 

O -r b),(c xdi-nAb xí c xdj) = a [ib.d) c-tb,c)d] 
i a xdy(b xc) = a .{d .í( b x £-)) = íí ,[(úf , c ) b —id , b). C ] 

^ ^ ^ ^ -4 —* —I- —fc —k —*■ —i¡ —l 

(c xa ).| b x d) — r .(a x(b xd )] = c [(ti ,d)b {ü,b)d] 

-p -i -p -f ^ ^ — •-» ■+ -* 

(a x b M f x tí ) = (. c >,{ b . d) - l ti -d M h . c ) 
(axd).(bxc) = (a.b).(d .c)-(a . c).{d .b) 

—» —i- —* —> -* -+ -+ -p —• —* —>■ —* 

(na M b x d ) “ {b ,c ).í ü .//}—(, íj , d ).(ü . b ) 


—*■ —> 


i a x b U c x d ) + ( a x d Ubxc) + M" x ai- [b xd) = 0 













150 


Eduardo Espinosa Ramos 


© 



Si c es el vector que biseca «I ángulo que forman los vectora a \ h ele V*. demostrar 

-+ -# -t —p 

c x í? h x c 


que i 


IklllMl IIMUI^1! 


c - 1 0 b 

Sea c = -—— + 


Solución 


— (1) 


II MI II MI 


c 


Como ■- -xc = O 

II e 





Ahora recmpliAandn í'2) en {i ) se iier>e: 


í , c b t 

- X - 1 -. 1 ' —— — 0 


c 


xc --- ri¬ 


ja 


■)■ — O 


II í I II a II II ¿II 

^ -i* 

c x b 


IIi-II II'5II Ikll II «H 


c xo 

<■111*11 Ikll II MI 


V x a 


h 


x c 


• t 4 


lunikii n t >nni n 

"* i— 

Halle el vector a cuyo modulo es v3 + que se encuentra en el plano de los vectores 

— & 

b =(l,l f — 1) y c sabiendo ademas que el vector a es perpendicular al vector 

?={U0L 

Solución 

Sea tí = <*-,. ú 2p ííj) de donde || a || = -Ju 2 + ai +aj = s/I. Luego ¿rj" + M + ti J =9 

i 

-+ —¥■ 

Como a se encuenda en el plano determinado por los vectores b y c , entonces 


























Vectores y sus ApJwacwitgs 


isa 


Í)¡ 0]1 

1 3 -3 

2 -i 1 


“O ^ ¿í, **d!, + D + => =0 =* íij =3¿í^ 



como flXrf =¡> a .d - O ^ ín, ^^XLLO) =0 
de donde a T +a, =0 => , rr ; =-c, - 


¿i - 




ii«i!=,|«r^f+-=3 


19a, 5 ~ 2? de donde u t = ± 



Í27 |2? 

^ Ü| = ^l9’ fl2 = 


i i 1 27 

> a-* =—J— 
19 3\l9 


^ /27 _ [27 I Í27. 

V 19 ' V 3 9 ' jS V 19 1 


27 |27 \_ g? 
19 W19 3 Vi9 ’ 


Í56j Los puntos Al 1.1,1)* 6(23,4], 04,3,2) son Jos vértices de un triángulo. El 


segmento OP es perpendicular al lado AC y “O" es punco medio de AB . Hallar el 
área del cuadrilátero OBCP. 

Solución 



.3 . 5 


1 . 3 


AO=0 Á = 

/ 
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Cumio AP |[ 4C => 5 te R tal que AP - 1 { AC ) - r< 3.2.1 > 


Además AO = p/vv ' ,F ~ ^ . AB = (—,!,—) 

'- f - 1 'S 


A 8 


AB ¡|- 


3f+4í + 3<„ ,3, 

- - —— — (™ ► I’ “J 

1 + 4 + ^ 2 2 


= =» 1 = 1 

14 2 2 K> 


— 1 21 1 1 
Luego AP -{—— i 
10 5 10 


Ahora calculamos los productos vectoriales, 


AB .r áC = 


i j k 
i 2 3 
3 2 l 




A0 x Al' - 


2 

21 

10 


J 

I 

7 

5 


7 

lo 


=—(- 2 . 4 , - 2 ) 

10 


-i --i 


AB xAC lf= 4V6 


AO x AP ||=—>/6 
-3 


m 


reemplazando (2) er¡ (l) se tiene : A = 2 Jb -—-Jb = — -Jb u - 

10 10 


138, EJERCICIOS PROPUESTOS. 


S—\ -* ■+ •+ -* + 

Sea n =(2,1), h -{3,-3) una Hecha que representa al vector 2 a—4 h tiente su punto 
temí inu! en (5*5). Hal lar c I puntó íiiicial. Rp la, ( L 3,■ 51 


(21 Sí a - (2j— 3 v, 4x— y) , h - (2.-3) . Hallar los valores de x c y para qtic a = 5 h 


Rpta, x = -1, y = -4 
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fes "* 

(j) Encontrar el: valor de Vi = 5x - 8y sí a - b . donde a ~(?x-v^L — 2 a + yI y 
/> = {.v- 3y+3. x + 5y-l) ■ Rp*a- M = 31 

y) Hallar el valor ¡le M = 7x - S ly + 5ií. sí n = b donde a =(2/i-c, 3y-L v + 3;) y 
I b = ( x-z + 3, '2y - 3:, x + > + 5;) Rpta. M = 48 

@ Dados los vectores a = (3x-5, jr-2y + 2) y ¿ = (x-y-l 3-2.v>-Hallar s e y 


© 


de modo que 3 a =4 b 


RpLa. \ — 5, y «* —- 


El \ ectoi íí cuyo origen es el punto A y cuyo estrenio es el pumo B Expresar al vector 

—'* -4 ■“* —* 

íi en la temía a = r i + a > ,r . sabiendo qué Has coordenadas de A.B se dan a 


continuación. 


a) A{-7.2> , B(3,4; 


c) AfO t O) , Bl3,-7¡ 


h) M-.JÍ) ■ Bi-l.í-JÍ) 

7 


di A10,5) . BÍ-6.-H 




© 


El vector c =12,-1) es expresado como c = i |4é , donde los vectores ¡i y £ sor 

—« — 

paralelos a ¿-í3w + 4jw) e respetivamente, además m * 0, n^G. Hallar 


a- b 


Rpta, Q-b = -“{48,3 I) 


Desdé el punto A(0,1-1) se ha triado un segmento hasta el pumo 8( 4,3). hasta que 
punto es necesario prolongarlo en la misma dirección para que se triplique su longitud. 

Rpta. (-12.11) 

Muestre analíticamente y gráficamente que cxisLcñ ¡números r V s. que satisfacen.' 

-+ —p —f 

c - r a + s b , donde: 

i) a-f‘5,1) ; b =(3,5) ; c=<5,4) 

Ú) ñ=C,'\ b=0,2) , c-i 5.1) 
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-* - | _ ^ 

Si ú = (jt, y) y b = -(2,-4) tienen direcciones opuestas y jt + v" ~ 25* Hallar y - x. 


Hípta, 3v? 



Dado los vectores a - 2 i - j+ k , 

—* -* —i 

(i =3 / + 2j + 5 k , Determinar los, escalares 


—»■—i-p-r* T —^ —f —t 

b = i + 3 jr- 2 k * <■ = -2 i ■+■ jT- 3 A y 

—£ —I- "* 

ún P y 7 para que ¿t = c¡ á +13 b+ y i . 

Rpta, a= -2 . p = l 4 y~ *3 



o b = (3,-2) dos vectores no colmeales (direcciones diferentesI v 



r - 2 / “4 j es otro vector. Hallar los escalares k y m de modo que r = A ¿¡ + m fr . 


Wpta. k = 8, m k 6 



Se dan tres vectores a = (3,-1 j. b = (1.-21, c = (-1,7). Determinar la descomposición 

-* —* -i -1 —* -t 

del vector p - a+b+ c en tu base a y b . Rpta. p ^2a-^b 



Dado tres vectores en el plano «=[3.-21, é-=(-2,I) y c s= [7.-4} Determinar la 
descomposición; de cada uno de los vectores con relación a los otros dos 


Rpta, a - 2 b+ c 


r i -* 

b = — i í 
2 


c - íi—2 b 



“t —» H 

Sé dan cuatro vectores; a = i2JX>|, b = (1-1.2), t = (2.2-1) y d - ¡3,7,-1 ¡. Hallar 
la descomposición de c ada uno de estos vectores teniendo por base los otros tres. 


3 -* i -* j “* j -* l -* i -* — -* h- - -f -* -• 

Rpla, a -- f + -d * b = - íí + - r--ÉÍ, c - 2 <7+3 d+rf , df - 2¡)-3 b+ c 

Sí o ={4 j. f-3) y b ={2. x + 3i. Determinar los valores)de x tales que t ? sea 

—i 

perpendicular a fr. Rota, x = 1 o x- -9 








Vectores y sus Aplicaciones 


ss 


Ce) 


Sea A0i + * j+3 k , ft=sfr i+a y-4Jt , para que valores de a > b; el vector 4 es 
perpendicular coa B $í || ¿í ||=36. Rpia. a = 2 + b-2 

-+ _+ -* / r 

Si ¿r y son vectores no paralelos rales que:, c - (rw + it- l).a+(m + n) i 1 . 

-T -H -* -*■ 

á = l'm - n) a + (2m-n + l;i¿ . Hallar m y n tal que e = 3¿/ . 

2 1 

Unta, m = — . rr = —- 

K 3 ti 


12 


—r—f — 

Hallar el valor de L de marera que a-t b sea ortogonal a b , también halle d valor de h, 

—• —> — ¡ 

tal que: b-ho sean ortogonales a íí , 


© 


a) 

b=2i- /+2* , 

-h — r —t ^ 

d = 3 / + y+3 A" 

b) 

i? = 2 í-3 j+ófc , 

-t —i- —* -+ 

ü =7 i + 14 k 

—s —* ——* 

el 

b=3 i+4jSfc + 

—^ —fc —i 

a =9 í+ 12 y-5* 

—» —e ™+ 

di 

h -i+3 j-lk f 

a = 6 1-10 y - 3 k 


Determinar para que valores de a los vectores a = ft i-3 j+2í y A = t + 2 j a* 
son perpendiculares entre sí. Hpla. ct = -ó 

Sean ú = eos i + sen @ / y £» = cosfÉI + -) / + senlí +—I i dos vectores. Demostrar que 

2 2 

n y h son ortogonales. 

Dados los vértices consecutivos de un paralelügfflmo A(7,-lX B(-3d) y C(-5,5). 
Determinar el ruailo vértice D y la longitud de la diagonal fíf> . 

Rpta, D(5 P 3) . || BO ||= 2-J ]7 

# 

Dados los pumos A(2.1), Bí3,2) y C(-4.-l> Hallar la longitud de BD sabiendo que el 

pumo D esta definido por la relación DC — AR . b pía. |¡ ¿tt)||-10 

* 
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Sí a = (X- 1,0}, b - (I 5, O, 2.5), c -3 í-2 j + k. d = 2L Hallar el modulo de 
|Ka-2fr4-3rK0-¿)|k 3 donde e = 10.0.1). ttplu. 30 


Hallar el valor de a sabiendo que || ir i + (cc — t} j + ¡ a +13 k |J- 2 , Rpt». ft — 11 f 

V 3 


Halla un vetaoT V er la dirección de a -- i + j-k y cuya longitud sea la mitad dlei 
vector a „ 


Rptfi. V = f--.-,--) 

7 1 ■> 

¿r ¿r *r 


Si A(-l .0,-1) y 03,4,-5} son los extremos de uní, diagonal de un rombo ABCD. Hallar 
vectorialmeote ios vértices R y D si el lado Afí es paralelo al vector a — [H.lQ.ój, 


Rpta. B(3.5»2) , Dl-l.-L-fS) 


Dados los vectores á — (-5.2) y b - (3.-4). Hallar un vector unitario de ¿en[ido opuesto 

-+ -» 
al vector a- b 


-» f 4 T, 

RplU, «fr-M-Cy.’TÍ 
5 5 


Los vectores o.h y c de V 3 cumplen que: 2tr-3i?-c y =5 r siendo a 


un vector unitario, calcular la norma dé b c , 


Rpta, i! b- t | = 


13 


Sean a y b vectores de tales que h es el opuesto de a . S: b líeme el irtismo. 


1 I 


sentido que el vector c = í— L — > v la norma de a es 5. Hallar el vector v = 2 £h- a 

3 4 


Kpta. x * (4.-3) 


Sean a.b y c vectores diferentes, mostrar con un ejemplo que si se cumple 

-P —* —i «i —* 

a .b = a . c . no se puede afirmar que b = c . 


Hallar el valor de M - 4* + 5y - 7z. si el módulo del vector a = ú+3, jt + 3;. y +■ 2r> es 
igual a cero. Rptu. M = -29 
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(S) Hallar d valor de M - 5* + 4y - 8z. si el módulo del rector 
a = (4*-12, - 2 v + y +;,Ait; I es igual a cero. ápla. M = 147 


Sen tí = 12,-.1). h = T-24J y r =(3,2). Hallar un vector unitario ortogonal al vector 

—*• —i —i 

v — 5 a —3í b + c ). 




24 7 . 
a. U =M —.—) 
2? 25 


■=■ —■ —» —* 

Prueben que: si c íO y si o s h son paralelos al vector c »entonces a y h son 
paralelos 


-j t -» 

(5ó) Demostrar que si a+ h y a - h son ortogonales sí y sólo sí || tí |j=|| b 1| 


Sí a y b son sectores no nulos ni paralelos. Demostrar que Ct^' + P h - 0 implica que 
a b p = 0. 

—* —* -* ■* _1 i - , 

Pruébese que sí* <i=h+t y si h es paralelos a a entonces d es paralelo a a SI y 

—f “ a 

>ólo Sí e es paralelo a á . 

. —f -4 —* 

Hallar la longitud de la suma de los vectores unitarios er y i- si u tiene la misma 
dirección que a-(4. 3) y v tiene la dirección opuesta de b - [-5.0) Rpta. - 


Sí o =(-3.5), b-{ 2,-3). Hallar la longitud dd vector r sf: 

-t — -i -* " 

a) e =<,a+b).{a-2b)b 


~+ -i -t -1, ■-* *+ 

b> f = la.M.fi -(a b.}e 


—* -i -i —* -* —» 

üy Demostrar que el vector b Xa . <) - c Xa .b ) es perpendicular al vector a 


^ 42 ^ Demostrar üfue el vector h——.a es perpendicular al vector o 


a r 


-* —f "■* —* 

@ Demostrar que si a y b son vectottí. paralelos en ft entonces | íj , b | -1| & (I ■ II & 
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© 




© 


© 


Si a y b son vectores tal qué a 4 b = o* b . Demuestre que |l n ||-j| i? | 

j 1 

^ —I *“■ — ¥ —I —* ■*’ —k —f 

Pruebe que c es paralelo al vector (b c)a-[u c ) b 


Si c? y b / 0 son vectores paralelos en R y a = (12,5} es tai que 
!| d+ b H=|f a ¡I ] b f] - Hallar [a + b} ' . 


Rpla* b- — (13,5) o b = 12. 5) 

12 14 


Sea r = r n + $ 6 * hallar el valor de - sí c li n + b > donde « = <3J5> y b = i 2.2í * 

, j 

e . I 32 

í 25 

Sean o, h y c tres valores con el. mismo pumo inicial . si es i sien número ¡\ s > t 

^ -+ —* *^* 

diferentes de cero ¡ales que ra+s b+i c - 0 y r + * + i = 1 y si P l ,P 1 y F ? son los 

—► —* - —t 

puntos terminales tle a* /? y e respectivamente. Demuestre que les veciores t\P 2 y 
P 2 f\ son paralelos. 

■ 

—1 —I —l 

Dado el vector a — £3.-4). encontrar otro vector b . cal que sea perpendicular a u y que 


su modulo sea l{l. 


Rpta. b=í±&.±6i 


Dos vectores o - 0-2.6) y b - (-1,2-2) están aplicados a un mismo punía Hallar las 

—-# 

coordenadas del vector c que tiene la dirección de la bisectriz del ángulo foimido por 

—I -Tf —f * —+ 

los vectores a y b sí ||c |j= Jv'42 . Rptn + c =(-15.3,12) 

r , -• ^4 —» ^ ^ —T ^ —♦ =► 

SI) Halle j.« ||, || 2 « + 3 v ||; si | t |¡-6 y «i i y los vectores (w+vi y |4 v-9 v | son 


ortogonales. 


Rpta, y. lSv'2 


Sí el sector ¡c = 41.1.8) e> es presado como d-r+v, donde xíf b . y ti c y sí 

—* w* —fc —► 

b = (—1,4), c = (2lí7i,3m!l. Hallare! vector v . Rpta. a = i -3.12i 
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|>.í 




“> 


Halla ' MjLitr a;- í ‘U tales que ,.+ ci A! 5 • ' es ortogonal :¡ 

c 3,^4) 


l.üü pumo» A, :l \ i son col ¡nenies, ules que Al 1,&,2), 11(5,7--H)) \ U‘ 39 liulbr 
el pirulo C. si B se en cu en Ira enífí A v C 


@ 


Sea '"H-t Si /j es poralelo a un vector J . demostrar que es paralelo m ,•/ si y 

^51“ ■=TÍP‘ 

solo si es paralelo a ti. 

Sii \i ■ I,3.2i y (.’(5,-5 (I) son Sos extremos ile una diagonal del rectángulo AHCD I I aliar II 
t) sí el hub A \í es paralelo al veedor x - (I.IJ) 

Si Aí-UO.-n y CU 4.-5) son los extremos de una diagonal del rombo Alíe f J, Hallar 
vectoríatniente lo, vértices B y I) si el lado AH es paralelo al vector o = (4,5,1) 


- j * -> h '?> 

Si a = I «,, u-J, o í = 2, - - =4,1 la llar *.i [dos so lucí unes) 

ti-. 


** 

[59] K| vector u nene longitud 5 y el punió de apuso en [1,-11 encontrar el vector a si la 
abscisa dd punid i crin i nal es A. 

-» -► "*■ 

líili) Hados los vectores w = Ií;,-A), v = í2A.el. w+< (1,1): 51 o v . calcular - 

c 


(íi E^i Si tt \ A £ I) sori vec lores paralelos en jY \ «-(12,5) es tal que 

Ti A|MI « lili b I judiar (<i+A> 

■ J- — y —J — iJ —7" — r —> -i» ■“v’ 

[62) Si ií i A \ t- 4 ,7 0 . .Jen ar 2 t,J, sabiendo que ¡| ¿/+ A = ú , t =.». i/ I 

Si AU.1.1) B(0.-2.| I. C(2,1,0] y D son pin ios cop lanares I lallc d punto I), de modo que 
el iriángulo Ahí ) sea equilátero 
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ó? 


[66 


6- 


M 


[69 


© 


>||1] T? ^ 

Dados los ve cloras «-(1,3.3.4.51 * f»-(L— « Judiar los vectores c \ .r con J;t 

2 3 -¡ 5 


* > v 6 » b > 

condición c (/. J _L lí ^ h ~ c+a 


\.m vectores A. B, C. |). í son cop lanares. AIJCD es cuadrado, > ic‘ una do sus 
diagonales. Halle ccctoriulmcTiic los punios II y i) sf A(3.!,-2), C(IX.8. 10), 1:14.2.-18) 


Muestre que si u \ v son distintos del ve mor cení, entonces n + v => tt + v si \ 

V ■ ) 

sólo si ir es un múltiplo escalar positiva de v. 


» > 

* a'* h 1 . > 

Derruios! re que d vector /* . u es perpendicular al vector t i 


i ; •> ir 


Ir 


Dados Ius vcL'UirL-s a . h \ p e ti' . determinar los números r >■ s en i orminos de mis 

I 9 í 

producios escalares de numera laí que el vector p-’ ti > h sen perperidjciilur ,i los 

# t 

vectores [/ > b dmuliáneaincme. 


Pruebe que en cualquier para le kigjnmo la -nni.i do los cuadrados de Lis longiu des de Ij. 
diagonales es igual al doble de kt miitvi de los muid rudos de dos lados adv acontes. 


79) l n la figura ABC 13 és un par jldouimiui: 


B 


,ÍT = , .10 . KÚ =? ÍÍL 

s 


ni n 



Si /.’/• ~m A O + n AH . I 
Deducir tu lev de Jos cosenos en im triángulo empleando el produelo escalas. 


Si Pl ’ =3 P. I \ Píi = 2 í'D , 1 n qué ra/un el punto O do mlorsección de E;is rea 


« > 

A ti v (7J divide u (// \ CU'} 


Unía. 1 v — 

' 3 















I i'i ífíA^ y vm Ip/iraritim's 
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76 


[77 


luí lar 1as coordenadas daí * ecior 

— h 

■J( ¡le i , ¡leí eráliun 


Si |] JC ||=?UH | .-IB 6 s 

||£FlM5v iCfBlUB 



-■? , 26 m, 

l«¡ji(:i, AL 



En la rltíurj uüjuntíi leñemos un cubo > como 
“i-lijIl' ■ una pirámide regular, codas de arista x sí: 


v - tu: + B.Í ■ KC+ tic-*- I G . 

Hallar la nóma de a . 

. -+ 

Kjita. 


x ¡= V 



_ 


_ 
































* 1 


-+ y 


Un h lisura OC - " OH . íD =- AH , I es 

3 3 


puma medio de QA , probar que: OD > 


BE < carian en t) \ también; O!' =—QD . 

4 O 


AP = - AC \ HP = PE . 
4 


Si ABCDEF, es un exágono que se muestra 
en la IIgura cuya lado mide unidades* 


determinar. 


i * y ——¡ 

lt- AL+-a 
3 3 


RpÍJ. y -J]ty 


Dados los punios Pl'1,2)* Q(2,S}» ft{5 + $k 
S|9,lb| que forman un trapéelo, emunlnir 
pumos M > N sobre las diutumul^s. sí se .sube 


—" ES - OH , , 

que; Ai A =---. tul eomo en Ij lisura. 


, J09 130 , 164 235 

Rpta, l/i — —), A i-.-) 

33 33 33 33 



Mu el triángulo ABC\ se tiene 


3 EC - AH , hallar s \ L 


Eli - s BA +/ BC . 


2 4 

Rpta* s = , i f = — 

5 5 


ii 





A 
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En el triángulo \RC se lie no 4M - - MC 

*r 

SE Hit - r BA + í HC , Hallar r - t 


4 3 1 

RpLü. r - . í——, r ~ f ~ ~ 

7 7 7 


Si M N son punios de Iriwciitin del lado 
BC del triángulo ABC y 

i 1 


AN = m AC + n AB . Calcular 


m n 



RpLi. - 



B 


En la figura adjunta UARC es cuadrado. P.Q,R y 
S son puntos medios de los. lados C?A, AB , /í£ 
v CU rcspceiiv jincnií- Hallar i .ST + fíli [| %i T 
es punto (nediü de PQ y H es pumo anetlio de 


QR , Kpta- (I STÁBlf ¡|-2V2 
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@ 




© 



Demosjrw qu-e un vecior unitario en tres dimensiones so puede espiesar 
ti ¡= cosa i +cosp /+ eos y k donde tt p, y están definidas en la figura. 

í 2 


como: 



Dadn el paralel og ramos de vértice* consecutivos A. B, C y D. sí E es e! punto medio de 
CD y si F es d punto de intersección de ED y AE Demostrar que F esta a - de la 
distancia de B a D. 

j 

Dado el par alelíwramos ABC’D, COrt E a ^ de la distancia de DaC y F corno el punto de 
intersección de AE y la diagonal BD ¿A qué distancia de R a D se encuentra F?. 

En el triángulo MPQ, ME es la mediana deí lado PQ. demostrar que: 
IIiw 7 1| ! +11 MQ f = 2|| ME f +i ||Igf 






























V'ífiwís y m/t Aplicaefofíw 



En d paralelogiamos PQR5 de la figura, N es .punto medio 
H - j QR+t FN 





CtMiideremos en la figura: || OM ü - I - . 

SE ON - m Mi * n 0\t - Hallar m + n. 


Rpla, 



En la figura Tp || OX „ || OF || = & 



4 - 4 


Si OT “ OF • n OP . calcular m y n 




Kpla. m =-. /i = 


áncortirar el vector de k figura. 


Rdíü. =—(429,460) 

37 
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(J^) En la figurad si p es un punto tul que el área del triángulo A es cinco veces et área del 



triángulo B, Calcular |f OP || 

_ _ J 



Y 

(0,6} 


P/r 

/a \ 



(‘10,0) 

0 x' 

© 

—1 —■*■ —:■ ^ 

Se dan tres vectores: <f = 2i-/+3A t 

■+ rt —i —* 

&=i-3 j+2k 


0 


@ 



m 



iai 


vector .v . de modo que verifique las condiciones x. b = -11, .t¡ = 5, x.c - 20. 

Rpla. -V-Í-3J.3) 

Demostrar que si di», vectores tienen la misma magnitud M v hacen un ángulo H su suma 

-* 0 -+ ú 
tiene una magnitud | J '[ = 2AÍ eos v su diferencia II D Ih 2\t ser — . 

2. 2 

—* —* —j. —. 

Dados los vectores a = {x-$y) T h = {2\\-z ). Hallar a + y + z pata que a+ b = 

*4 

y o\\b . ■ Rpta. x + y * z = 8 

Dados los vecitires ü - U\3yj y b = (-2 y, z ). Hallar \ + z de modo que o + 6 = (8.4) y 

Rpta. x + ¡t *- 5 

1 


sea a n h . 

En el hexágono regular ABCDEF. de lado u„ 
hallar la norma de $ s sabiendo que: 


I 


I 


x = —( AD+™ DE ) + — F£f 
3 2 2 


Rpta. — u 

3 
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V Veto rfj v s w r . Ipíicacion es 





En el triángulo FQR se tiene MC// PR y los segmentos AK y BQ son medianas. 

Hallar s y t si se sabe que RAÍ = s MC +1 PQ 

Q 



■* -—í 


En la figura 77 // 0¥ , || ÚP ||= 8. sí 07 = m OF^n OP Calcular m y n. 



En la figura sí q - a+ fr+ c + determinar q sabiendo que la segunda componente de q 
es cero (asumir sai 37 a = |) y |J t> ||~ 20. |f a || = I0j2 y que la primera componente de 


Y* 


c es igual a 20. 




















I6K 





107, 



JOS 


© 


ftóunftft) Espinosa Ramm 


305) Sí tiene los vectores a - r p , fr = í q . r = <-3 s 2vi ) calcular || ¿> || sí l = r p + t q 




Sean los veclore® b y b . tal que a-^lx). a-h =(2,v.y> ¿|l*r y d módulo de 

es VÜ2. Hallar || b |f. Rpta, [| ¿Jj - 2-f? 


Consideremos Jos vectora a * U-y), fr = (2y. el. o+ b =(1,1) y « || b, Hallar — 

„ , xy J 

Ruta. -— = - — 

i 2 

9 —► [ J _♦ fri _» 

Dadoí Jos vectores a = (a. y) y h - (-,—), Hallar y + * si || ¿t |f = — y si a y b 

2 3 3 


uenen direcciones opuestas. 


Rpta. v t i 


(j®¡) Dadt». | íj || - 1, II b ||=23. II fí- b ||= 30 . Calcular |«r+í>|[. ptau ||fí+i>||=20 

f \ “* -» -t- i 

(110/ Los vectores a y b son perpendicdures entn: sí y || íi||-? r || b |f= 12, calcular 
!|fl + ?|f, Rptii. !|a+H|=||a-í|hl3 


Si fífl-fr.l ¡aliar || c ||. sí || a ||=4, ||6|-5 y a.h = 11.5 Rpta. || t >|| = 3 


Los Indos de un triángulo son los vectores a.b y a- b sí l| a || = 2 „ J| b |f= 3 y 


Hallar || er— jfr 


Rpta. || a -b ||=4 
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1 liy Hallar el vector r T íjcc o, lu lineal a.1 vector ¿j = [2,1,— Ij y satisface a la condición 

-* -+ ' 1 1 
jc.íí= 3, Rpta. jc = 

— 



1 14) Sí a = (m,2m), b || u , a-b - {2m. p} y || a-b ¡| - 20 calcular el módulo de b . 


Rptil. || P ||= 10 

Sí a+ b+ c — 0 „ || a ||= 3 , ||jír|=4 y || c ||=6. Ha llar el valórele & ,{2 b~ ¿O 

Rplü. 2 


JF~ A * Hr —+ ■ *■ .— 

[lió] .Sean los vectores a, h y r tales l|ul- (, a H= ^26 , | b || -3v2 y b .c — I 2 si 


a 


— b- c . Hallar II c 


Rpta, |¡c |¡ — 4v "■ 



117, 


—r r r .... |f— 

Sean los vectores a, b y c tales que a = b+ c , || a ||= 5, || b |] = 2y5 y h . c = 10 
Hallar H r || Rpta, || c |[- 5 


ílí) Sí a+b-c^ 0 y || cr |¡= 2, ||X|| = 44 S II c || = 8 . Calcular b .c 


Rpttu ü .c - 10 


I It) Dean entrar que lo s puntos Ai 2,0 .-1 >, B(3,2,-1) > Q 5.6,-4) son c olincal es. 



UD) Dados tos vectores a = <5,-2,l), h y c = (1,2,1), Calculare] producto de las 

—ji —# «# ■»* ——■ 

componentes de un vector j . tal que d v=3, h.x-bl, c. .i=l?. Rpta. 240 

¡Tí) Sean a = t2.-1,5) t S = {-1-2.3) y c = (1 -Ll) tres vectores cu R s Hallar na vector 

-* 4 3 

unitario en h dirección del vector V = u- b ¥ c , Rpta. ti = ( — ,0,-1 

5 5 
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1^2) Sabiendo que ¡| u | 3, |] b ||- 1 T || c |¡ = 4 y ¡j-t ;'j + c = 0 , Calcular 3a >uma 

* -+ —* —ti —» 

a.b+b.c+a.c . Rpla. -13 



l2Jy Hallar las coordenadas de] vector .v . que es colincat con el vector ti ==(2X— 1) y 
satisface la condición a y = 3. 




125 





lípta, x = (!>—.-—} 

y t 


Para que valores de m los vectores a * (¿«,-2.1) y = (2 w.ir 1 -4 i sean perpendiculares. 

Rpta, m =1 o m s 2 

. -i -» 

Si 4 = l,3,-1,2) y 6= (1,11—4) Hallar dos vectores c y d de fi 11 que satisface las 

—+ —* —» —* —* —i 

condiciones siguientes; í? ^ d , b,d = 0, c j| d , 

Rpla. « : = |{S.-U) 

^ -t -I -i -* ^ 

Si chh fu- c-r cí = Q calcular 2 c. .a sabiendo que || #+ b |{= 6> ||c||=3, |d|| = 4 

Kptíi, — 


[Í27) Si ú+¿+r = Dy|<3|=2, | b |¡= 5, !| c |r ñ Calcular a. b T Rpla. - 


128) Dados los vectores a = (S,ñ) y & — (“2^). Hallar los vec lores p y q tales que p _L q 

-i —» _+ _j 

q\\b y a = p+q . Rpla. p * (1,-3), q = (9.3) 


129] En la figurase tiene: ][ n 4. || b jh6 - Hallar a , b . 



Rpla. ü .b = 3 2 
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DO) Calcular u , ¿ Siendo la ||= 4. \\h\\ = 2^3 , donde en !a figura aparece ios vectores 





Rpta. íi.Í? = 4i/3 


^ —* 

Do* vectores a y fc forman un ángulo agudo cuyo sen 0 — 0.75* averiguar el módulo del 

—> -* “+ -*• 
vector b , sabiendo que d - b es ortogonal a a. y que el módulo de tí e¿ 27. 

Rpta. ¡1 b |h V ■ 

^3l) Los vectores a y b forman uti ángulo de G = 3 2ÜL sabiendo que || ¿i l! = 3 y II II = 5 

Determinar || ct* b ||, |¡ a- h || . Rplu, || n + b |] = -/\9 ; || a-b ||= 7 

y —n. *+ -t -+ 

fl33) Los vectores ü y h forman un ángulo de 4 5 Q y el módulo de ¿r es 3. Determinar el 

-4 -+ —* —* 

módulo de b <1l’ modo que a-b sea perpendicular o n . Rpta. ||i , ||=3v2 

/ — f - —p «+■ ¡ ' 

U34) Calcular ]| o + b |¡ sabiendo que a y h forman un ángulo de 150 v y que || a || = v4S y 

Ubi!»ó. Hpta. j|<j+H|-2^3 



Í35j Los vectores a y b forman un Angulo de 60*, sabiendo que ||¿i|i=5 s |f * |[=S 
determinar || a+ b || y || ti — b ||. Rpta, t¡\ 29 y 7 



Uó) Sean a. h y c veeinres diferente de cero, y suponiendo que el ángulo entre a y c es 

—P —l * 

igual ¡d ángulo entre b y c ;para que valor de tes el vecLCtf c perpendicular al vector 
J =\ b |lú + M> Kpta. f = -|U 
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Dados dos vectores a y fe forman entre sf un ángulo de ñ¡0 y el módulo || a ¡|| = 6. 

—I —í —i —t 

Ha llar el módulo de fe para que n- fe forman con a un ángulo de .30 



Si a, f> son vectores unitarios y 0 es el ángulo entre ellos. Demostrar que; 

-”11 *-6 13 = 



Se dan Sos vértices de un triángulo A<-L-2,4i, B¡ -4,-2,0) y C(3.-2J). Calcular el ángulo 
interno del vértice B. Rpta. 0 =■ 45 : 



Se dan los vértice* dé un triángulo A[3,2.-3). Bf?J -U y Cn,-2J>. Calcular el ángulo 

4, 

externo del vórtice A. Rpta. arccos(——i 



Dados los vértices de un triángulo Ai2, l, 31. 0(1.2*-4) y Q3.-L-2.' Calcular las 

"+■ 

coordenadas del vector fe que es colineaE a la al Un a bajada desde ct vórtice A al lado 

——4 

opuesto, I el vector fe forma con el eje O Y uri ángulo obtuso y su. modulo és igual a 

2^34 . Kpta. h = {-5,8,-ól 



Un vector ha formado los ángulos de 120 3 y 15U con los ejes OX OZ respectivamente, 
Determinar el ángulo formado con el eje O Y, Rpta. 0 = [óO c . 120 D ! 



Hallar las coordenadas del punto M si su radio vector forma con los ejes coordenados 
áng iil os i gu al es y iu mód ulo es ¡gu al a 3. R pta. M í ±^3, ±n/3 f ±J5) 



Se tiene ur<¡ tetraedro cor vértice en O(O.O.O), A(4.8.12). Be 14,4,8; y C’( ] 2.8,4). Si -.é une 
cada vértice con el baricentro (punto de intersección dé las medianas), de las caras 
opuestas, se forman segmentos que se interceptan en un punto. I tallar dichos puntos. 


RpUi» FÍ7.5.6) 
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Los punto A( 1,1,1 ), Bf5,7,4X C( 6,7.3 X Dt7.5,9) determinan un tetraedro, si desde A y O 
parten simultáneamente 2 móviles cim dirección al baricentro de la (ara ABC, catín uno 

jpa* j 

con uiiu velocidad di- v2 u/seg. En que punto se encuentra que partió de L>. cuando el 
que partió de '‘A" llega al baricentro. Rpta. Pi.2,5.4} 

Las aristas de un pamldepípedo son paralelos a los vectores a = (1,0,0), h - (2.3,0) y 
_, —• * 

r ~ (—4,-5,-6) si una de sus diagonales es el vector if = (0,-4.-121. Hallar el volumen 

del paralelepípedo. Rpía. V = 28b u ' 




Consideremos los vectores de la figura: 

Sí c - m a + j] a A . donde: 
iff || = 8. || íí || = 2. Hallar 


K|il:t. 2 V 3 - 

En la figura adjunta se dan los vectores, 

—* —f sL f 

Si c^tna + nb siendo: 

1*11=3, PIN 2, p j|=6 

* _ 

« 5-J3 

Hallar ni + n Rula. 

3 





—* —t> » # 

Eu la figura. Si t/ = ú - c * determinan 


¿f sabiendo que la segunda componente de 
q es cero, || b 11=20. || a |-Kh/2 y que 



la primera componente de c es igual a 20. 
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S'¿ tiene Iu* s ectores Je la figura: 
Sí || a |] = 2\¡J . Hallar: s +1 

—P —l —í 

donde b -sa + t b . 

Rpta. s + r= — 


En la f igura: ]1 b ||-10> j| c ||= 20, 

—i —*■ ^ ^ 

adamas a - (20.-3!, Hallar a + h + 2 r 


Rptá. 



,2 + 2^3) 


Calcular u . b , donde a y i? son los 
vectores de la figura adjunta fiara los 
cuales || d ||= B y ¡í> 11 = ^72. 

“+ —T 

Rpta. a . h ~ -4?. 

Dados los vectores que se muestran en 
la figura. Hallar . sabiendo 

-i -f*" —i 

que c ■= m a+n a , siendo á un 

vector unitario y || c || - 8 . 

Rpta* 8 n/5 
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Ln la figiirj se llene los vectores a. h > 

-* -s 

c donde |¡ ít |¡ - l\} sí c - m a+nb. 
Hallar m - n. 

s 

R|ita. — 


En la figuran 


AB jl OY y 


II O A [| =4. Si OÍS =tn OA + n OA . 
Hallar el valor de na - n. 


KjjIjl 


1 < 3-^1 


2 




Dados los vectores A y B de magnitudes ¡guales, digamos, 12 unidades, están orientados 

-+ 

como se rnuessra en la figura y su suma vectorial es s . encontrar: 

ai Las componentes de s sobre los ejes» X e Y- 

—+ 

b) La magnitud de s . 

-=* 

c) El ángulo que forma s con d eje X, 



Si el vector a = (l.lBi es expresado como <¡ 

— * ■-+ 

b = (-1,4) t c =(2m3m). Hallar el vector x . 


jr + y donde X || b , 
Rpta* x =(-'3.12) 


vilc y sí 
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Sí a =J i + 2 j-3 k . h * (0*0 -1). r = 2<?, + .V, + 2 é-j , donde e 3 son vedares 


urinarios cortes lüjios del sistema iridimenMonal^ calLuljr: ¿?ruy T - («wp f > 6 - 

¿ , 4 “ b 


Los lados de un triángulo son los vectores ¿r t b. a-h , sí || a ||= 5 . || I? ]¡= 3. además 

Etjila. [| u— b ||=r s/Í9 


camp u . =■ —. Hallar |j <*-6 |. 

N 2 


Sean j-j y b dr». vcciurcs tales que a = (5,-2), cwiíp.! —-58 y j| b ||=29. Hallar 

4f 

Rplu. - 2 -M 


cvtfip Z 
b 


—f “■ 

Si a es uti vector del mismo se nudo que v = (1,2) lal que |! a ||= 50 y ¡i b ||« 29 . Hallar 


comp ,¿ . 

b 


Rpta, -40 


—r —r -r "■* —■ F 

Lik lados de un triángulo son los vectores tf, & y o + b sí I|íj|(=4. |íé»|'- 6 y 


comp a . = 2 Hallar || 6 ||> 


Kpta. || a+ h j¡= J76 


Encontrar el vector proyZ si cotnpZ =-2 y si (i.-l s es un vector que tiene la misma 

h b 


dirección que h 


Kpta, proy‘ 


t* -Vj 1 


J_ 

7> 


¡-3.3) 


—i —i -» —* “♦ -+ 

Los lados de un triángulo son los vectores íi, b y fi+ , tales que || ¿r ||- 3, || b |S= '2v2 
y II a+ b ||= -JS3 . Calcular IcómpZ - camp'^ ‘ h \ 


_ f ^ ^ 

Los vectores a v b ^on jos lados de un paral el ogramo si || ¿í |¡=6. |¡ o 21| ó |] y 


"10 , y f 

compZ — — determinar || « í? 
fe 3 


ttpín. ||¡v-^|-5 





Vectores y sus Aplicaciones 


¡77 


(¡m) 


IAíO Dados los vectores «=<*.< 2, 2k\ y ' -(-3. fr + 1) t determinar los valores de k de 


manera que proy* y í? están en direcciones opuestas, 
b 


Kpta, 


(lg?) Dado el triángulo de vértice A,B y C. con ángulo en A igual a 45 a ; || AB |[= ó <7 2 „ gradear 


AC 


y hallar j| FC jj, comp ' _ -comp 

BC BC 



f — r —r — r w — r 

l«a) Los lados de un triángulo son los vectores <7.í> y . sí || a ||= d t ¡’ h ¡|= 2 y 


b-a H- 5 . Hallar coMp* —comp'. 

b a 


„ 5 

Kptü. - 
2 


(íóí) Los lados de un triángulo srm a.h y a-b tales que |[íi||-lO t |¡ ^ y 


comp* = -5. Hallar la longitud de <i- h 

b 


Rpta. || u - £> ||= 14 


(ní) Los lados de un triángulo son a f b y a + b mies que \\ a ||= , || h |j= 6 y || a+ b |f* JEI . 
Hallar tomp'*' Ví - 3comp[ 


f Rpia. 32 


, 17IJ Sí I! V- h ||- 4 , || b |(= 3 v comp* * = — . Hallar la norma de a . Rpta. || a ||= V&9 

t j 


102 


fl72) Sea || a j|= v65 , || a+ MM 64 y comp* r * = —- , Hallar comp^ 

IUH 


M-bi 


Rpta. comp*~ h - — 
b 5 


12 


[l73¡) Sean tos vectores n,r ortogonal al vector } que satisface a las condiciones en e = 6, 


compt = I. Hallar c r 

b 


Rpla, e =(-.0,2) 
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174) Sabiend o que proy , "”' r 1 = (3,2) y pmy ' 1 - (-4,-8) Hallar pmy 1 - 1 









= * ■ 4 * * 


[I7S) Si a es j | al plano XY, sabiendo que |] a+ b |HI *i - ú II ■ donde ¿¡ = (-4-3.1). Hallar un 

—* 

vector unitario en 3a dirección de a , 


■* .1 4 

Rpla. n .-{-. r ,Ejj 

*f 5- 


176) Si a y b son dos vectores no nulos tales que el módulo de II u || = ¡| h |¡ = ¿ y el ángulo 


íT 


entre a y h es — y la norria de su diferencia es 2 - k. Hallar k Iípln. a = i 


-i -» i -+ 


1771 Dados los vectores 4 = 3 i + 3 / - 3 k y & = i + 2 / + 3 fr encontrar; 


aí La proyección de A sobre B 


h) LII ánguloen!re lo> dos vectone>. 




l 37S) Sí prayZ =(2,-5) , proy']. =(—3,2) y h ~2a+a . Hallar || h |¡ Rpta. || b ||= 5\¡2 
' 6 ’ £ 


0 Dados los vectores n - (3. v-3 • y b = (u3,—1). Hallar 2 [ proyt + pfOy v .) 


Ripia. (3+A i A 


ISO) Dado el ¿ABC en el cual ¿ A = 120" || AB |j=4 > |j AC ¡j=7, encontrar [| BC || y 


las proyecciones de AB y AC íohre BC 


181) Dado el ¿ABC con jL A = J? . | AB j|= H. || AC |= CJ2 , encontrar !| BC |l y lai 


proyecciones de 42J y AC sobre iK 


182) Dado el triángulo ABC con |j AB ||= 10 , [|4C|)=9 T | BC ¡|= 7 . encontrar la 1 


proyecciones üe ,\C s BC sobré AB . 






















Vaciares y sus Aplicacion¿ , y 


I7d 



183/ Dado í¡ ¿ABC con | Ai 1 . || AC |j= 7, |f BC ||= 9, encontrar las proyecciones de 



1H 


Ah r y AC sobre CB . 

^ ^ H -H —* 

Dados los vedares A - 3 í + 2 jr—6 Jt . B = A i-2 j+ k . I hitar el vector proyección del 

-4 H ¥ 

vector a sobre el vector £í y el ángulo entre los vectores, 

Kpta. proyl = 7-(4.-2.1) y « = 86° 

A 21 


l*s) Si rf - o + £+ C , II Q lh P , II A Ih q p II c 11= r t u .h = f)£f f u .V - pr y proyZ = r . 


Hallare] rriñdiinn de sí 


Kpta. f¿|h/> + ?+'' 


[l8ój St a = (4,-2,1 i y b =(Z»—1.4). Hallar la componente del vector V = 3 a- 2 A sobre el 

10 


vector w = 2 a +■ 3 b 


Rpla. 


[LSTJ Sé ¿r =(234) y b =(2,^-3), calcular la proyección del vector V = 3 a- 3 b wbre el 
w = h — 2 a 



© 


1 lín, 

Kpla, —(1,2,0) 


/ —\ -* - ■+ -* 

Hallar el ángulo forra adir por los v ce lores ta y prayZ sí a =(1,2) y b — i 1.3} 


Rpla. 6 = arccos(-Lr) 

V5 


Sl pwy„ = (1,3) y proyt = (34), calcular a+b y el ángulo éntrelos vectores a y b . 

h a 

-* ^ 2ij -iO 
Rpta, a+b =(—.—) 

3 3 

Demuéstrese que; comp* *' h| = ct-mp + camp * 

& t¡ b 


[ 191 / Demostrar que: Sí rompí ^=0 entonces || a ||=|| b 

n±b a-rb 
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Sí ííi/0 y a c*b Demuéstrese: proyt = pmy a » c-kb 

r * 



J93) Sean a.b.c.d vectores en V, tal que a = h+ c+d . Demostrar que: 


a) pr«?v£ +- tv (>3 . 4 proyt = a 

Él 


ti 

ñ 


Si|| b ||-if c 11=1! d |jentonces pmy* + proyZ + proyí es paralelo a a . 

í í é 


194J En d paral el ugramo ABCD, ¿ (BAD) -60 a . 



|| Aí « II AD ||= 2a . donde a e R - {0} 
Sí p = II proy AL I! y ? - || proy 41 ||. 

AD Afl 



Hallar p + q 


lípta. p+q^—a 



195J En la figura, a,b y r son tres vectores de 

i* * talos que h es unitario, c es ortogonal 

■* —* Jj -* - 

a a y a, b = — 1| a ||. HaJlar ce*npH 

2 t 

„ : J5 

Kpln. coinpi, as- 




Wj En el rectángulo tic la figura: H, P y Q son 
puntos medios AB = 4 FB || OC j¡= Aa „ 


|| OA ||= ti Sí v^HF+ AP+ 

-* mm 

H al lar: comp + cump[ 

AB QS 

Js 

Rplá. -f—(26-w/5 + 53lfJ 

2 U 



F3 



















Vectores y sus Aplicación l ■* 


K] 



J97J Dados tres puntos A. B y LA los chales forman un triángulo* hallar la dirección de una 
altura cualesquiera del triángulo. usando el vector proyección. 

Kpta. La al i nra relativa al lado AB : PC = AC - pray u ’ 

AH 



Consideremos el cuadrilátero ABCD tal que El1.5) es el punto medio de AB , H<4.2> es 


el punto medio de AD : CE es paralelo ai vector (23). PE es paralelo un. 2) y 


pmy Cti = (5*5) encobrar los vértices Á, R . C y D. 

4C 

Rpta. A (3.7), B(-1*3). C(- 3,-1) y DC 5 . ■ 3} 



En el paralelogramo ABCD, < (RAO) = 60*, || AB |f= 2 , |¡ AD ||= 4 , sí p -|| pn>y u ||, 

AD 


q =!l prov ~ v ¡I - Hallar p - q. 

-Vfli 


Rpla, p + q = 9 


' 2U E>) Sf prp’i L „ - < 1.4,5) y proy y _ = C 4,1.5). Hallar los vectores a e y . 

k : ¡ 


^2X1 lj Si í¡ -( 1.2.31 y Jb - (]J.O). Descomponer el vector a como la suma de im vector 

parale Lo al s oclor h y un vector ortogonal al vector h . 

/ \ —* : —t —ip 

^lílíj Si rt \ ¿i no son nulos y prqy * + f proy* I - — í a ) 1 + b entonces probar que 

t» a 

\\ a ||=| h |) y n Ka-E) , 

^ -* 1 _ _*x. 

[203 j Si P--^~ -—— v comp n =4, Hallar a ,h 

11*1 IM 


(2414) St pwyí = (1.2,3) y proyt =(2,1 P 3); Hallar a y b 
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2m 



Dado un triangule ABC, con lados AH. BC y ÍC de longitudes 5, 9 y 7 


respectivamente, hallar corno AS y camp 

AC CÉ 


M 


Calcular el trabajo realizado por la resultante de tres fuerzas M - ¡ 1-4,2). ,V = (2.1-5 J 

y = aplicadas en un punto, tic modo que si el pumo de aplicación se 

desplaza, en mo> ¡miento rectilíneo de la posición M, (53.-7! a la posición M , (4,-1.4} 


Rpla. W = !3 (sug: w-f.é. e=-JLf,Atf ; ) 

Determinar las proyecciones de una fuerza de ICO Jbrs, cuyos cosenos directores son 0.29, 
tl.4, -0.87, sobre una recta de cosenos directores -0,2. O.ó, 0,775, empresa la respuesta en 


foniM s ectorial. 


Rpta. F=9i 29 i-l&k 


En un triángulo con los vórtices AÜ.L2), Ek5.-0.2i y CM J.-l i. hállese la altura 

H = || BD || Kpla. h = 5 

* —'* ^ 

Determinar las fuerzas F, y F-. , tal que su resultante R sea paralela ¿1 vector a = í 1,1,1} 
y li F\ 11= 3 . || F 2 1¡= y si F\ tiene la dirección deE eje OX, 

Rpta, F, = <3,0,0) y F 2 = (-2,1,1) 

c-ní( 

La fuerza F - ( 2.2,9) está aplicada al punto Qí4,2.-3y. Determinar la magnitud y los 

—« 

cosenos directores del momento M de ésta fuerza con respecto al punto P(2,4.0), 

Rpta. 


M ||- 28. cosos = - — , eos B , eos y - — 

7 7 7 


Se dán (tes tuerzas P—(2,—1,-3). Q = (3.2.-l) y R = (-4.1.3) aplicadas al punto 

Bí-1,4,-2). Determinar la magnitud y los cosenos directores del momento M de la 
resultante de estas fuerzas con respecto al punió A(2„.V 1). 


Rpta. || .17 ¡|= v’fffi , cosí* = -r-L= . CCS ¿I = - 

vóó vófi 


. eos y 


¿66 












lores y sus Aplicaciones 
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Sean A(-M) y C(l s 3l los pumos exiremos de una diagonal de un rombo ABCD. hallar B 

* —i 

y D. si ¿I lado Afi es perpendicular al vector *¡ =íl, l). 


Los. vectores v y w forman un ángulo agudo donde sen0 - . ¡hilar |] u-¡ sí 

4- 

-*—»-+ —* 

(v— ve)_L v y | v ||= 27 


Sean b¿0, osu+w* w ortogonal a b y u paralelo a b. vectores de R 5 . 

-4 "* 

Demostrar que: u = proy*i 


Si « y b son vectores de R n que forman un ángulo de ÓQ : y si el modulo de ú es 3. 

“I —* —* —4 

Hallar el módulo de b para que n + b forma con a un ángulo tic 30\ 



Determine los vectores a y v , sí: 

~* L 

a> u + v = (-L5) 

-* ,-4 

c) a + v e s paralelo al vector (11) 


hj a 4 v es ortogonal al ventar {-5,3) 



Un v eetor de 48 unidades de magnitud forma con el eje X un ángulo de 150* y con el eje 
7, un ángulo de 60*. Expresar en forma cartesiana otro vector que multiplicado por el 
2 

escalar — reproduzca el vector dado. 

3 



Dado el sistema de ecuaciones vec loríales: 


¡i + b *s II : - j +5 A. , a- i? = -S t +11 j + 9 £ 


“■* —^ 

a) Calcular a y b 


b) Calcular el ángulo entre a y a + b 
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Un triángulo tiene vectora en A{2*3 J). BM.l 2) y C: I .-2,3 1 encontrar. 

a) Él ángulo que hace (a mediana al Sado AC con el lado BC - 

-ü 

b) La longitud de la mediana al lado .4# 

Diado el vector A = i + 2 j+a k ¿cuál sea el valor de "a" necesario para que este forme 
un ángulo de fiO : con el eje de coordenados Z. 

En un triángulo ABC. si AD es la mediana de! lado BC . Demostrar vectorial me me 

que: || AB jf +1| ~AC ||“= 2 || AD [I 2 + -1. ~EC ]p ferntipar) 

■) 



- f 1 ~— 

En la hgura OASBCRDQ es un cubo de arista "a". El punto M es tal que AM ~ - AC 3 

A 

MT es un vector perpendicular aL plano DABC Hallar el punto T, si T pertenece ai 
plano s - y. 































VVnV] Ti? r v '¡1ÍP i/TÍÍí'Bí’ífliriPV 


m 





eje O Y un ángulo obtuso. Hallar d veclor ti sabiendo que || rf |! — 10y5 . 

Rpia. íi = (12,-10,151 



El vector -T es perpendicular a los vectores, a = {3.2,2} y b = fl&-22,-5) y forma con 

-t 

el eje O Y un ángulo obtuso Hallar sus componentes sabiendo que || x |¡- 14. 

— * 

Rula, x = [ -4, —íj,— I _ !■ 


Calcular el área de! para le lo« ramo de lados: 


a) £i= (5,3,0) , 7 = (3,7.0) 

c) a =(13,7) , b =(-2,-43) 


b) o -2 í+3 j+5fc „ h = i -2 k 



Calcúlese el área de los triángulos con vértices: 


ai 

Ai 0.0,0 i , 

B( 1,0.0) 

y 

C(3.8,G) 

b) 

-* -*• 

5 i-4j , 

\lk-S~j 

y 

b7+?7 

c) 

ACO, 0.0} , 

B(IA1) 

y 

C(0.U) 

d) 

A(4 t -2J) . 

B(5.8.6l 

V 

>* 

Cí-7,5,-4) 

*} 

A( 1,2,1) , 

B(2,1,-2) y 

C(3.-2,2) 
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229) Si |J a ¡|- 3 , ¡¡ b i¡= 26 y ?| a x b 0-72 „ calcular n . h . Rpta. ± 3(3 



231 




234) 



2 ir 


[230) Los vectores a y b forman un ángulo de —, sabiendo que || o ||-1. j¡ ó ¡|- 2 
calcular: 

a) ||ajc¿l| b) ||(2 u+¿u<«+2^j|| c) ]| hH-3¿)¿£ a~í)|| 

Rplu. al ||ajrfr|| = 3 ti) 27 


Sí a =d 23,-3) y b = ti-23). Hallar un vector de módulo 5 perpendicular al vector 
a x h . 


5 J 3 

Rpta. ±—aW 


Sea a - (2,—L2) y r - (3,4.-U- Hallar un vector h tal que a x h — c \ ¿i .b = 1 

■4 

Rpta. b = íl-l-1) 


—i ——+ -4 


(233) Sen a - (3—1.2) ye- l.-2,4,5). Hallar un vector b tal que u xb = c y a.b = 5. 

—*■ 

Rpta. h -|2J É 0) 


Los vectores, u y b son perpendiculares sí |¡ tr || = 3 y || b |! = VI 2 , Hallar d valor de 
]| (2 ái—3 6}x(3a+ b)¡| Rpla. fró 

'4 ——4 ^ —4 

Conociendo Sus vectores! u = {1,—1,3). b = i2,-5.0), c=(-l,l -2), d = (3.2, '61, 
calcular las siguientes expresiones: 


—i —# —1 —fe) • 

a) (a x b).{c xd} 

b) 

íbxíiUc xd) 

—t—r—t—r 

c) a A{ b .V c ).t d 

tí) {(axb}Mld 


—* —P —1 —# 

{a x d M h x c } 

“f —f -+ 

f) Ui v c)xb xd 


(23rt) Calcular el veno de! ángulo formado por tus vectores a s(2-2D y b - (.2,3,6) 

Rpla, sen# - - 


21 
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I i vector x es pcrptfntl^ii^ir a lus veüuies u I-I.' -H '■ •' > vriul c °- c ‘ 

k< 

üji; O Y un ángulo ubLusn, huí lar sus coordenadas sabiendo que & 1~ 2ñ ■ 

Rpta. .x = í-5-24.S) 



El vector v i» perpendicular aleje OZ y A vector tí =|K-I5*3) y (urina un ángulo 

-4 

jgud o cun e I eje OX* I tallar las coord enadas J e x sa b i end o que .v ;, = 5 1, 

Rpta, -v = £45,24,0) 

Sí) Sean fcs vectores a > Ü ial que IMl=yp II*V 2 >' í¿J*b) = — ll;3llj: 



243)! 



241 




243 


11(2 3 h) v(2 ¡i-5 fr )|| 


Rpla. 12 


1:1 vector x es perpendicular a los vectores cr =(l.-2.-3j y h - (-2,2,5) y torma con d 

— ¥ 

eje OY un ángulo obtuso si [|jr ||= M4 . Hallar las eomponenies del \ eeiur ,v . 

Rjilá» .v = lüs-2,4} 

-4 

Dadas |„ vectoras 7=(2.-3.4). ft = |l,I-D í .-«(U-2). Hallar el vector .« 

-+ “f “t 

sablerdo que es perpendicular a los vectores u > h y que am =17. 

Rpu. t=(-2J2.]0) 

I I veelur a es perpendicular al eje X. > al vector u “(5, 2.3) y forma un ángulo águdn 

tun d eje /, Hallar las coftiponentes del vector x sabiendo que I x — s/ÜT 

■+ 

Rpta- x -(0.9.6) 

t 

Pemoslrar que si ce es el ángulo que forman lus '«lores no ortogonales u y h . 

II uxh || 


= 


u , h 


entonces: 
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® 

i 

Hallar d vector x . sabiendo que es perpendicular a tos vectores íi=(2.-3.I'p } 

h - (l,-2,3) ) satisface |j condición a .(i -+2 j'—l k. ) = 1í). Hplu. i = (7,5,1 l) 

@ 

-* - 1 -4 

Los vectores u„ b.c forman una lerna de mano derecha y son perpendiculares entre sí, 

-*£ MP *+ '*■ 

Sabiendo que | | o -4, h ¡f 2, |' c - > , calcular ü,(Avr), Ripia, ”'4 


^ Hk —1 —* 

1 El vector r es perpendicular a los vectores a \ b el ángulo formado por a y h es 

"• -^4 ~4 

igual a 3fl c ‘ sabiendo que ||¿r [|= 6, || h ]|- 3 , | c || - 3 r calcular a \h X c). R|ila. ± 27 

® 

—► —a —^ 

■ IX'ierminúr si son L’úplañares los vectores u,b y c a: 

i) £j=( 2.3 s -ÍL ó =(1^1,3), ¿ r -(1,9.“ II) 

ti) a ■ (3,-2,1). h =(2,1,2), c=[3, 1. 2í 


iii) h ={2,-L2) f b^(!,2,-3h 7 = (3v-L7) 

Kpta, i) si son copiaría res ¿i) no son coplanares 

iii) si son coplauares 

i Demuéstrese qiK“ pura cualquier > eclnres dadas ¿, r , h \ v , los vectores tí + h , /?+£■ \ 

—* —t 

c-fi son coplanares, 

@ 

4 -» -4 —# —fc- —b 

i Dudiis tres vectores no coplanares u. h » c . Demuestrse que los mc tures i/+2h , . 

-» -+ —► -+ —► 

} íi- b + c , “cf+5/i^3c son coplanares. 

@ 

—I* -+ —*• —■** 

1 íii 1 «'i ||=[| H -5 \ l b 1 = — . calcular el úrea de un Iriánguto eurist ruido sobre Sos 

+ “1 —» —4 

vectores a -2 b y Ja + Zñ, , Rpiü. 5-0J2 

© 

1 Calcular el área del tetraedro cuyos vértices están en Sos puntos A(2,-iJ), ll(5,5,4). 

C(3,2 t 1) y D(4JJ). Kpla, 3 u 2 

# 

t 


____ ■ - ___ 
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-v > -y > > t 



2SJ 





I2?íij 


!57 


3 lallitr el volumen del paraid cpipedod ei enminado por los vectores i + j , y+í . A + / 

lípln. 2 ¿j 

> r t t 

Determina! un vector tu lila rio perpendicular ¡ti plano de J -I/^j + .íA > 

!■ v i) y 

fí - -2 i + / — ] k . mediante: 


a) I I producto escalar 


b) f’l producto vectorial. 


Con un vector /- 5 /+■ 2 > dado en el plano XV y otro (7 = 2 t - 5 / . siendo s im 

parámetro. 

> I 

u) l>c¡crrnmar s de moddtque G sea paralelo a F, 

i -I 

b) DélLiminai i de modo que (i sen perpendicular a I- . 
el Calcular el vector unitario. 


Y > i > Y P 


> Y 


> i» r r 


Pi t tbai Su siituie n te i de i ti i dad: (i i + ó j, [ (a x c 1 x{ u + h ) | = 0 . V ti, A, t* € I", 

í V ¡. - J V V -+ I R > 

Si v ir. u c i no mui paralelos. Si v x ir = ii-.v u = u x v . deinoslnti que v + u + a II 

* . ■ 

Sea t* un vector unitario arbitrario, entonces demostrar que todo vector n puede ser 

) • ' ' t > Y 

ev presad o asi: / (o ¿t ) a i ií ir( a v ix |, ¡merpreur jicuiutlr team ei itc la ecu Lición. 


ISJí) Si * ¡ = i Demostrar que n v(a v >.• n - i n .v w 

(¿í) Si -J.iJ.r son ivclores determinados por el origen y los pumos V li, C. Demostrar 

> í > .1 ji ■ 

que: J v ii i i i 1 ( 4 - (' x A es perpendicular al pbnu AÜÍC 
(intij Deducir ¡1 lev de los senos en un triángulo empleando e¡ producto vectorial 

# > ) V -> b 1 -I . 9 

ítit) Demuslrlu que: a r{ f».r l) f ó ji'{ c x u }4r r (íí v /a J — 0 





I')!' 


fuftwrift) ICxpitwzti tlmmx 






> ■-¥ « -¥ 


[2<i2 J Si en ios veedores u. f> \ c se verifica la ley aMKiatis j pura el producto vectorial. 

- + -1 k > l 

demostrar que los ve e lores a x h. u \ h x e son lineal me ruc dependiente. 


» 1 1 * -H * * * t 

(263) Demostrar que: £.I x B >v í' = (.i .O K - ( B.C) f 


t ■> -> >*>-+-»* • » •- * 

(264) Sean u.h. < de í\ tal que u x A+ .6 rc+ c a a = i) . Calcular [o ó . | H|rta. Ú 


Determinar Lndo> lo> vectores no nulos orinuenuL-H a los vectores v -12.-3,4) v 

> - ■ í 

fy — | —Unta. a=(— 1 É¡C -1^?». 7/.), he K 


i i í > 


Si los vectores a.b de l\ son orto fonales y a v = íí h.x = [V. V v lie I , entonces 

¿r * ¿í 

prob a r qg e: .v = ——v- ¡i ■+- - h+i\ a x b i don dc t es u n pa minctro arb 1 1 rario 

II a II a II¿a 

1\mostrar que 



- > i i > 




> > > J > í 


(, tí- í/ ).v¡ A t’ ] + ( b-ti !.V1 t - o ) + (<.- J Jlv| a- b \ = 2(u a b + A v c+ *- u \ 



26S) Si t t j. b-V\J} 2 .b ), c = (e, .c ,.¿: x ). IX-muslrar que: 


l a A e | - 


eli a-, ü\ 

A, As A, 

v’| c> e- 


í - 


I i j * I 



J- > -> »■ 



© 


Sean u. h. t s J vcclores cualcsquiciu Idemostrar: 

í -*-> ■* i i -i -i >-*-*-* * I < ' 

I (f 6 f | ;>4-| ti C b I Lf-»-1 lP C J 1 .ÍH-[ £/ 6 C I tJ r - 0 

> > > > > 

¿Es verdad o falsa la siguiente proposiciónt < n v| o v£ «i .v A »];■ 


I % s c 

- a r cp.(A .re) 


k I S 3 ► 


í > i > 


,2"IJ Si £ (i a A i a E u.X(J)= n J fallar el valor de (o x h )x( b á J). /« 
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M y —F m T F P - ■ r 

¡272) Si a« b, <c ,d, é son vectores de V' 3 . demostrar que: [abe] [a d e 1 - 






| íi i? d ] | a b r | 

^ ■+ H* 

[ ii c d ] { a c e ] 




273) Si ArS.C de Vj, con A,{B.xC)*Q y aA+bB+cC = 0 , donde a,b.c t FLentonces 

—* —p —p 

analizar si los vectores A, B y t’ son linealmente independiente □ lineal mente 
dependiente. 

74) Si |[c [[=10, |f d ||= 7. calcular (c xd)£dx c)-(c .d) 2 

-r -* -*• 

El vector c es perpendicular a los vectores ó. b y ¿ ia,h)~— , sabiendo que 


|| a ][“8 . || b |j“|| c l|= 6 calcular ¡a he] 


Rpta* 144 


-> ”■ 1 I 1 i 

(276j Dados los vectores a = (L2JU,5j y b = de . I hilar los vectores c y 

2 3 4 5 


d luí que c || a . d _L íi a t> = c*d 


PV Si íi, h . r y d son vectores de „ demostrar que: (¿t t b).í c a ¡í 1 = 


a. c a.d 

"■ ■ í —I —f 

b. c b . d 


Í278) Si ¡i ~b y <■ son vectores de V, , demostrar que {trxbltcxd Mc xa I-0 a -r i?).c)" 



(279) Si a,¿.r y d son vectores de V ? ,« demostrar que: 

-+ -* Hl -♦ -+-* -+ -t -t -t -* -i -1-4-1 _| 

[c fr d ] ¿i+ f a c 1i? =Í£r b dj c+[¿i c b]d 


(zftfl) Si ú „ b , c,á e Vj. están relacionados por a x h = c xd , üjí = ¿i i d . Demuestre 

-■ —■ —* —s 

que lo* vectores ¿?-d > i>- c son paralelos. 

|t 

-t -*■ -p ”► 

Sí íi vectores de R- Demuestre que- 



(íí jt ¿>)j. £ + d) = (a . r >f fp.d) -1 a .d){b , c) 










m 
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(Sí) Si n,h, r, d vectores de R \ Demuestre que: 


(¡i xb >;c( c xd) = b ( a .r xd}- aib c xd) 


li. b, t, d vectores de R ] . Demuestre que: 




(o x b < a d } +■ (b x t' Mii v ti I + { c x a).(h .* d ) = 8 

—#> =»# 

Si a , y c , son los vectores de posición de kis vectores de un triángulo ABC: 

— V — 4 — i 'I ^ — * —* 

demostrar qué: á x b * bx t + i x ü = 25 u donde s es el ¿rea deí triangulo y u es uti 

vedar unitario péipendicLilai ai plano del triángulo ABC. 

—* —* — > —► —* =* —> —* —* 

Sl A, 8. C € t‘\ con .4 .(/? x C) * 0 y a A+k ff+cC = 0 * donde a, b, c e R. entonces 

H* H" “+ 

analizar $i los vectores .4 . fl y C son linealmenie independiente o line al mente 
dependiente, 



-HN «fr 


7T 


(286; El vector c es pcq^ndiculai a los vectores o y b y ¿£ í fl, ) = — * sabiendo que 
II a fl=8 J| b ||=|| c | = 6, calcular Jo h c ¡. 
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CAPITULO II 


2. MATRICES Y DETERMINANTES 


2.1. D EFINICIÓN.- 

Una matriz es un arreglo rectangular de números reales dispucsius en tilas \ 
columnas y encerrados enire corchetes o paréntesis, es decir de In forma' 


a u 

°J2 

fl t3 ú l/ 


ÍT 3S 


fi^ ... fin p 

■». ■ * 


«32 

«33 ■ «3; 



a n a n a ¡j — °m 


^tnl ■— <*m} &wn 

donde los diversos números distribuido? en filas \ columnas se denominar: elementos, o 
componentes de la matriz. 

Ejemplo*- En la matriz siguiente: P ^ 


2.2, ORD EN DE UNA M ATKI£.- 

El orden de una matriz es el producto indicado del número de filas por él número de 
coleí lelas de la matriz. 


5 

ft 


sus elementos son: l,2 t 3 p 4,5,ú. 
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Ejemplo.- En la matriz dada. 


"ti 

°12 

fl l3 

a i* 

^21 

[^22 


i ^ 4nl 2jf 

"31 

fl JC 

a n ' 

■■ 


filas 


► 


columnas 



a 




a 


jn ’ 



La matriz, tiene un filas y n columnas, por lo tanto la matriz es de orden man ;m por ni. 

1 


Ejemplo- En la matriz dada: 


1 4 g 

3 5 7 

matriz es de orden 2x.1 


se tiene dos lila-, y tres columnas entonces la 


NOTACIÓN*- A las matrices usual mentí: se denota por leiiaii mayúsculas A, B. C. etc, 


y u sus denientüs con letras minúsculas u ti .b s ,c u . etc, 
Ejemplo.- Las siguientes matrices se escriben así, 


"31 


"i 3 

; B = 

b\ i 

fr|2 


jT* i 


<12 " 

fl*| 

O 22 

a 2i 



h ti. 

; C = 

C 21 

C 22 

_ a i\ 

O^T, 

« 3? 






/ll 

c n_ 


FiecueiiLemenLe también se denota por; A = | u.¿ \ Km , donde a-, son sus elementos. 


EjemploEscrib ir lá matril A -1 a i} \ 3 r . 


En efecto: A = 


a t i ú \2 

“1] a 22 
Ají 


. Luego la matriz A tiene tres tilas y dos columnas. 


En la ituEiiL'iúii ÍH , el orden Je lu matriz A es mxn un por n) y u lf son sus 

elementos donde i representa a las filas y j representa a tas columnas. 

Luego como a lf son les elementos. de la nutriz, quiere decir que se refiere al elemento de 
la i-ésima fila y la j-ésima columna. 
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Ejemplo*- El elemento de la matriz A, corresponde a la tercera fila y la quinta 
columna. 


Si A - 


1 J 
ti I 
ti O 


5 S 
4 6 

7 9 . 


es. una iTirjirÍ7 5x4 


El elemento a , , e> 0 
#->, es 6 

77,31 es 4 y así sucesivamente, 

ORSEltV ACIÓN,- Una matriz no tiene valor numérico, es simplemente una manera 

conveniente de representar arreglos de números. 

lJ, MATRIZ FILA,-; 


A las matrices de orden Ixn se les denomina matriz lila, es decir en la forma 
siguiente: A - [/íj , .v,, ... íf ¡n j .también se le conoce con el nombre de vector fila. 

2.4. MATRIZ COLUMNA.- 


A las matrices de orden nxl se les denomina matriz columna; es decir de la Forma 


«it 

a t\ 


también se le conoce con el nombre de vector columna. 


2.5 . T CUAL L>A Ú DK MATKICES,- 

Dos mtuñce$ A y B son iguales si tienen el mismo orden y sus ■' 
correspondientes son iguales. 


Esto es; 




A= B íiy -h } , V ij 
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I templas.- 


0 


Sí 

A = 

Mi 


. B 



* 

. entonces 



l u 21 

¿1 -% >i 


¡ ¿N i 




A = B 


¿l ii 

” M A 

a i2 

- ^¡2 

A lli| —fri| A lín 



°n 

tíj 

fl u 


l 

i 


Sí 

As 


ii 73 

¿Ti 3 

. B = 

¿^i 

ÉM 

í?n; „ entonces 
*■»] 



_ íT ?i 




Al 

ht 



£ 

ii 

’flia -f\2 


íi\| = Z>JJ A 

il -. > “ Ay> A 


Tíy, -6t5| 

ílj; - 


íí,j = /■’i i 

rJ 1 -] ^ — És j 

tí 3i = h, :i 


Si A y B no son iguales escribiremos &gí: 


A * tí ¿t K . * b „, para algún Lj 


¡ 1 MULTIPLICACIÓN DE UN ESCALAR POR UNA MATRIZ- 


Dada una matriz A de orden mxn y un. escalar X. al producto /.A se define por: 


ÁA - A 


Mi 




Mi 

Afiji 

■■* M« 

fl 21 

t¿ ~t 1 

— a 2« 


/Lí3-7 j 

Ar¿7f T 

s 

»-■> A^Jipj 


"l* 



_Md 


... Áü n 


corno cada elemento de la matriz A es multiplicada por el producto LA es por 
cutis ¡guíente otra matriz de orden mxn. 

Ejemplo- 

} «5 7 

Si X = 2 y A= ' . Hallar XA 

2 4 6 
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.Tulurmir 


'3 5 

7 

_ m 

tí 

10 

14' 

entonces .Ia = 

6 

10 14 

2 4 

6 


_4 

a 

12 


4 

8 12 


2.7. PROPIEDADES DEL PRODUCTO DE UN ESCALAR POR UNA 
MA TR IZ,* _ 

Stími ¡je y |3 áo\ escalares y A,B dos matrices del mismo orden, entonces: 

© (oPJA = txifiA) © cU A + B I = íiA + aB 

{a + fljA = «A + |3A ©| i „ A = A 

© 0 ,A = 0 

!■»* SU MaTdE MATR ICES^ 

al DEFINICIÓN*» Consideremos dos matrices de orden mm A = ta \ v 

» i fj J jntn J 

fí — Í2- P j í ] r , UíJ , ía suma de las matrices A y B es otra nuiri/ 

c ~ Ujp Iitlw, ^ tinleTI mxiu en donde cada dememo de la matriz C es la suma de los 
elementos correspondí enees de A y B. es decir: 

c,j =a l t +by , V i,j. 

Por lo Unto ,1 + B -í«„ ] „„ 4 [i-, ]„„ »| s + ^ 1™ - fe, U, = C 

¿+s=[c¡,)„ = c 

Ejemplo.» Calcular A + B sí; 




'4 

$ 

3‘ 


2 6 

r 

A — 

2 

I 

U 

, B = 

4 0 

7 


3 

-1 

6 


_5 3 

8 


Solución 


'4 

5 

1 


'2 

tí 

] 


'4 + 2 

5 + 6 

3+1 


6 

II 

4 ’ 

2 

i 

0 

+ 

4 

0 

7 

— 

2 + 4 

1+0 

0 + 7 

2 

6 

1 

7 

3 -í 

Ój 


5 

3 

S 


3+5 

-1+3 

6 + 8 


8 

2 

14 


A + tf - 
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1 

í 


B = 


] 4 9 
2 5% 


Sol lición 


.4 + 8 


p 4 7 

+ 

i 4 9' 


[3 6 1 


2 5 % 



4 + 4 

7 + 9' 


'3 

8 

16' 

6 + 5 

i + S_ 


5 

13 

9 


OBSERVACION.- La suma de matrices sé define solamente cuando las matrices tienen 

el mismo número de Tilas y columnas Si dos matrices se pueden 
sumar se llaman conformabas respecto a dicha ojk: ración. 


h) PROPIEDADES DF 1 A SUMA DE MATRICES.- 


Considoremo' las matrices A.B y C del misino tarden y A. un escalar, entóneos; 

(?) A + B = B + A t conmutativa. 

@ A + (B + C) ■ * (A + ñ} + C, asociativa. 

© X(A + B> = L\+/3 
® Ex ¡¿te una match; U tal que VA, A + 0 = A, 

2 3, RESTA DE MATRICES - 

Consideremos dos matrices A y B del mismo orden entonce^ la diferencia de las matrices 
A y B definiremos por: 

a - b -á +{-ije 


Ejemplo.- Calcular A tí sj A = 

r l 3 f 

2 4 5 

, * = 

1 5 -1 

4-6 9 


r 

U 

Oto 

1_ 


2 3 8 


Solución 



1 3 7 


"7 5 -1 


'l 3 7' 


1 

iV’i 

1 

1 

i 

A-B = A+i-l)fi = 

2 4 5 

+ C-1) 

4 -6 9 

= 

2 4 5 

+ 

-4 6 -9 


4 6 8 


2 3 8 


4 6 8 

* a 


-2 -3 -8 
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'1-7 

3-5 

7+r 


-6 

-2 

8 ' 

— 

2~4 

4 + 6 



— 2 

10 

-4 


4.-2 

6-3 

3-3 



3 

0 


IllO.- PRODUCTO DK M ATRICES.- 


Consideremos la matriz .4 = |a j; de. orden mxn y la matriz B = I h i¿ |^ r de orden nxr, 
c¡ producto A por B e$ otra matriz C - fr r ] írir de orden mxr k donde c S} es el producto 
escalar de la i-ésima fila pt>r (a j-ésima columna $$ decir 


Esto es sf: 



i - 1,2. m 

i = 12 r 

_r •'.■111 1 a T 



* 


£>n ¿» La — 

h u 

k 

^j] ^ •• 1 

bjj 

T- f 

^í»l *>.2 "* 

K, 



T 



j - ésima columna 


^1 (1 ]2 — ^¡n 


Ati = 


31 “22 - 

l A 


_ 

■ 

J^l O12 — 



■ 

^21 

*v 

a ■ ■ |T 

■ 

* 

+ 


fl d a il - 

4- 


* 

- 

m 


9 

■ 

Ki 


■** tyi.- 

■^ib I ■■■ í¡r .niri _ 
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c l 1 tí i2 r ij 

C-, t c 


■'1 


ií c :ü 4 3b í 2 J nr L^ f. 


fjl í" r j Cfj Cj Fm 


= C dimtlc c 


Z , i- 1.2. n 

° a * 'j = l2„.. r r 
w 


1 mi 1 jtt 2 ■“ c mf c mr 


a 

C| 1 = “lAl = fl t ti 3 + fl 32^2l +a i Al 


■^iAi 


!•--= I 


-l a n ü i2 ü u — w i ft ] 


'L l 


21 


\JI 


Au 


!2 


= + e 22^22 + fl 2 J ^2 + ■■ 


i = I 


- [as 

■- É- 


i íJ ;: d 23 


a 2n i 


y n 

¿>22 

b n 


f n2 , 


y ¡así obiejicrnus: 

jj 

= “il^> +ií ,2^; +1] ,A, + - + ^J , I 


1*1 
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— [í-fj-j, “fj ■- í*íítl 


f-'U 

¿2j 

hi 


*> j 


OBSERVACIÓN.- El producto de do* matrices AB está definido solo cuando el 

número de columnas de la matri¿ A es igual a] número de filas, de 
lam&ríz B. 



'l 

2 3l 

'2 

0 ' 

Ejemplo.- Calcular AB sí: A = 

4 

5 6 , 8 = 

1 

2 


0 

. 0 

0 

L 




Solución 





y 


"o" 

- 



[l 2 2] 

i 

6 2 3] 

■1 

Jm 





0 





1 2 i 

"2 0' 



2 


V 


AB = 

4 5 6 

1 2 

== 

1.4 5 6) 

1 

[A. 5 6] 

2 



0 I 0 

0 1 



0 


1 





'f 


o’ 




[o I o] 

1 

[o 1 u] 

2 





0 


1 

. 


'2 + 2 + 0 

Ü + 4 + 2 


4 

7 

8 + 5 + 0 

0+10+6 

— 

13 

16 

0+1+0 

0+2+0 


1 

2 


BA no esta definido de acuerdo a la observación. 
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2.11, PROPIEDADES PEI, PRODUCTO DE MATRICES.- 1 

© AB*BA ® (ABC-A{BC) 

@ A.[ B + C) = AB + AC ® ! B + C)A = BA + CA 

k( AB) = AíkB), k es un escalar 
Suponiendo que la.-i operad [mes indicíalas esián de finidas. 


2.12. TIPOS ESPECIALES DE MATRICES.- ¡ 



MATRIZ CUADRADA,^ Se dice que una mairi? A es cuadrada cuando í! número 

de tilas es igual al número de columnas. 

En una matriz cuadrada de orden nxil. la diagonal principal es lu línea furmada por 
los deoicntus a,,,íi 23( y a la suma de los elementos de la diagonal tic una 
matriz cuadrada se llama traía de la matriz. 


Ejemplo. 


Si *.[*'' 
l a 2] 


í: Si A=| es una matriz cuadrada, a su traza denotaremos por Tí A) de 

donde T ÍA) = ¿iq | + ¿¡r^ 


ii l Si A - 


tí n «¡2 

a 21 a 22 

íl J, I ¿¡J 5 


es una matriz cuadrada su, traza es; T\ A) = a,, + a n -r<i,, 


a ts J I2 - ^ 
íí^j £í^ ... íJ^ 


üi> si A = 


e* una matriz cuadrada su traza es: 




ti 


ti, 


r(A)=2^fl íí = ii ll + a ,,+,..+s m 

■-/-i 
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© 


© 


© 


observación.- A las, matricc-k cuadradas denotaremos de la siguiente manera: 
Al conjunto de matrices de orden 2\2 re presentaremos por M : „ 

Al conjunto de matrices de orden 3x3 re:presenta.remos pui M j. 

Ai conjunto de matrices de orden nxn represenlarernos por .W n . 

FjempU^- 


Sí 

Ae M 2 


A = 

a IJ 

a n 









a n^ 








a ll 

ií| 2 

a li 


- 

Si 

AeMj 


A = 

a ll 

ft 12 








*31 

*32 

*33, 







*11 


... tf| n 

* 





a i\ 

*12 

” T 


Sí 

A € M n 


A = 

» 




• * 





.«ni 

*íi! 

rrr 




@ MATRIZ NULA.- Uní iriatri2 que tengan todos sus elementos ceros se llama 

matriz nula y denotaremos por 


0 = 


0 o 
o o 


.. o 

.. o 


0 0 ... 0 


Ejemplo.- 

Si Ae. M n =>■ A es una matriz nuia sí A = 


0 0] 
_n oj 
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© 




Si .4 e M 3 => A es una matriz nula sí: A = 


© 


n a o 
ooo 
ooo 


© 


MATRIZ TRIANGULAR SUPERIOR.- Una matriz cuadrada cuyos elementos 

a () -0. para i>j se llama ctia.rri¿ 

triangular superior. 


Es decir: A - 



il\2 


* ■ * a \n 

Ó' 

X a 22 

á 23¡ 

t?2n 

0 

(K 

N 

■ L J ü 3» 

■ 


\ 


■# 




i) 

0 

0 

■ ’ '•? f»n 


es una matriz triangular sirperior 


MATRIZ TRIANGULAR INFERIOR.» Una matriz cuadrada cuyos elementos 

a =0 para i < j se liorna marriz 

triangular inferior, es deeir: 

. . 0 

. . 0 

o 





»• 

X. 


x. 




x 


X 




es una matriz triangular inferior 


MATRIZ DIAGONAL,- Una matriz cuadrada cuyos elementos son o , =0 para 

i *j se llama matriz diagonal, es decir que «se expresa en 

ti forma: 



— dÍG${ Q<i | ,(J 22 y 
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@ MATRIZ ESCALAR.- Es una matriz diagonal en la que .se verifica 

a tl - a 22 - — - a rn = k 0 sea que es. una malriz de lu 

forma: 



© MATRIZ UNITARI A. 

(líkrtTí^d 1 ) 


Es una matriz diagonal en la que se verifica 
ü., = a22 =... = a^ = 1 . lo cual denotaremos como: 


Ejemplo»- 




X - ^ 



'l 2 6' 
0 4 3 
0 0 5 


es una matriz triangular superior 



1 

2 
6 


0 0 
5 0 
-1 7 


es una matriz triangular inferior. 





0 0 
5 0 
O 7 


es una matriz diagonal. 
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5 0 
0 5 
0 0 


0 

o 


es una nutriz escalar. 



I O 
O ] 
O O 


O 


ü 

I 


es una matriz unitaria 


2.13* MATRIZ TR VNSPUESTA.- 


Ta transpuesta de una matriz A. es una matriz que se obtiene al intercambiar las filas por 
las columnas de ta matriz A, de tal manera que la fila i de la matriz se convierte en la 

i 

columna i de la matriz transpuesta. 


A la transpuesta de la matriz A denotaremos pot A r , es decir: 


>11 

ú n 

ii u 



>1 

a 2l 


a 2l 

ii 

... üi 

m¿n 



íJj j 

->2 

... ^«|2I 

m 




A r =¡ 

- 

■ 

■ 

* 





■ 

* 

e 

- 





. 

. 

. 


^ mi 

..... £2 „ 

WL'I _ 



_ ^ i íi 

Ú 2k 



Ejemplo.- 





Sí A - 

'2 

1 

4 2 

5 1 

entonces A* = 

'2 1 3 ‘ 

4 S -2 



3 

-2 0 


2 1 0 





Si A 



j 

I 2 

1 3 5 




entonces A 1 = 

3 4 

2 4 6 




- 

5 6 
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2*14 PROPIEDADES DE LA MATRIZ TRANSFLES TA.- 


(T) /' -/ 

) íM) J = kA' k es un U'Is-l'llI nr. 
S) iÁB)" = fí : A‘ 


(T) (A* y = a 


@ (A + B)' = A 1 + Df 


2AS. MATRIZ SIMÉTRICA. 




© 


Una mairi? cuadrada A. <t dice que es una matriz simétrica sf A = A 1 . 

Ejemplo.- 


= A 



‘l 0 f 


T o i ’ 

4 = 

0 2 4 

=> A’ = 

0 2 4 


1 4 3_ 


l 4 I 


Como A ! = .4 entonces la matriz A es simétrica. 


Sí 4 = 


’ 2 

1 

3 * 



"2 

4 

r 

4 

3 

2 

=* 

A r = 

I 

3 

4 

i 

4 

3_ 



3 

2 

3_ 


* A 


Como A r * A , entonces la matriz A no es simétrica, 

OBSERVACIÓN-- Para que una matriz Á sea simétrica debe cumplir a., — q v para i- 
Ejem pío.’ Las matr íce :s s i a u iemes son s ímélricas 


ii 

< 

0 

3 4 5' 

4 7 6 

© 

±- 

ü 

-42 1 ' 

2 -3 -5 

II 

© 

i 7 9' 

7 2 1 ¡ 


5 6 9 


1 -5 8 

B J 


-1 

m 

3-. 

_i 
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2.16. M 4TR1Z ANTISEMÉTRICA.- 


Una mam?, cuadrada A se dice ■que ay Luía matriz a nt es i ni «i rica si A — -A f . 



Ejemplos- 




Como A - - A entonces A es una matriz ami^nuSeica. 




" 0 

1 

t" 

4p 


0 

-í -2 


' 0 1 2 

Sí A = 

-i 

0 

3 

U 

* 

ii 

1 

0 

-3 

— — 

-1 0 3 


-2 -3 

0_ 


'2 

3 

o r 


-2 -3 0 




Como A = -/i' entonces A es una matriz ant¡simétrica. 

OBSERVACIÓN.- Para que una matriz A sea antis ¡métrica debe cumplirse que 

a.j ~~^ji P ara ¡ * j y ios elementos de la diagonal principal 

deben ser ceros, es decir a y = 0 para i = j. i 

Ejemplo^ Las siguientes matrices son ¡unís imélrica. 


© 



' 0 

4 

-f 



0 

3 

7 ' 


"0 

I 

-l' 

) A» 

-4 

0 

2 

‘ © 

A - 

-3 

0 

-ó 

© .4 = 

-] 

0 

3 


1 

~2 

n 



— 7 

6 

0 

J 


i 


n 


—---- - , 

217, MATRICES IDEM POTENTES E INVOLUTIVAS.- 


a) DEFIMCIÓN- 


Una matriz cuadrada A es idempoiente si > súlo s¡ es igual a su 
cuadrado osea; A es idempChicnto «■ A 7 ~ A 


Ejempkh» La matriz 


J_ 

2 

2 


2 

1 

2 


éíi idenipútentc. 


_ 


































M(Unces j? Determinantes 


2W 


En efecto: A“ = A. A = 


1 

T-*=J 

_1 


1 f 


2 2 


2 2 


t 1 


i ] 


2 2 


.2 2. 



1111 
— +■— - + — 
4 4 4 4 

1111 

— + “ — + — 
4 4 4 4 



' i r 


2 2 


\ 1 


.2 2. 


= A 


Como A =4 


A ti latía matriz idempowfttíc 


b) DEFINICIÓN.- lina matriz cuadrada es mvoluiWa. si y sólo si su cuadrado es La 

identidad es decir 


-j 

A es iavolutiva « ,f - / 


Ejemplo,- La matriz A = 


^1 0 
U I 


es involiativa. 


En efecto: A~ - AA - 


“-1 o] 

|-l 0 " 


I+Q 0+0 


I 0 

L 0 1 

L° l . 


l] + 0 0 + 1 


0 L 


= / 


Como A 1 = I entonces A es una matriz invnlulivíL 


Rjempln.- Suponiendo que Ea matriz A es. invoLutíva. Demostrar que — (f-A) es 
ídem potente 

Solución 


1 1^1 

-[I-A] es tde mpownte «=> (-(/ - 4J|" - -(/ -Á) esto es por probar: 

2 2 2 


Cumo A es insolutiva =s- A"—/ 


I „ i * > ^ . . . " i 


l-( /- A)) 3 -” (7 2 + 2M4 A' ) = ~(J- 2 A + t)^-a- 

■> A d 


( 

por b lauto —(/ A'} es id impotente. 

2 
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2.1 & POTENCIA DE UNA MATK1Z.- 


Sea A una matriz cuadrada de orden iur. a la potencia de la matriz definiré iíios como; 


A°=/ 


A -A 


A' = AA 


A = AAA 


A n - A A, A . A 


además A p A** = A p 1 7 


y 


Las matraces A y B se Human connuuta bles sí y sólo si AB = BA. 

AFIRMACIÓN.- Si las ma ti toes A y B son uúnniiilahltrs. Entonces cualquier potencia 

natural de los mismo* también son conmutables y =;A t 'R p < 

p e N arbitrarios. 


2.19, MATRIZ ORTOGONAL- 


Una matriz cuadrada A se llama ortogonal. si se verifica: 


AA 1 = A 1 A = / 


...O) 


Ejemplo.- ComprQbnr que la matriz dada es ortogonal, 


A “ 


coset - se oa 0 
sen ti cas a O 
0 0 1 


En efecto; 
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cosa 

-sena 

0' 

eos Cl 

.--crl f i 

0' 

A.A' s 

sen a 

eos a 

0 

-sen ct 

cm a 

0 


0 

0 

1 

ü 

0 

3 


eos 2 a+sen" a 

sena cosa- seo a eos a 

o+o" 1 


1 

0 

0 ' 

sen acosa->cn acusa 

sen' a+cc* : a 

o+o 

- 

0 

3 

0 

0+0 

0+0 

0+1 


0 

0 

1 


Como AA' r - i entonces A es ortogonal. 


observación.* 

(j^) En particular «oda matriz ortogonal es in% entibie, 

Q Puesto que ( A 1 ) J - A de (l) se deduce que la inversa de una matriz ortogonal es 
una matriz ortogonal 

a) TEOREMA.' E] producto de dos matrices ortogonales es una matriz ortogonal. 

Demostración 

Sean A y Fl dos matrices ortogonales entonces 


A* = A fi - ¿r 1 de donde (AB} 1 * B’ A 1 


Luego (ABy = B~ l A~' = (AB) 5 por lo tanto AB es una-matriz ortogonal, 




2.21). MATRIZ INVERSA, ■ 


Una matriz cuadrada A, se Llama ínvertible, si existe una matriz cuadrada B tal que 


AB = BA = L entonces a la matriz B se llama inversa de A y se denota por B = A . 


Ejemplo.- Hallar la matriz inversa de A 

Solución 


2 -3 
5 -4 


Sea A 1 = 


ü b 
c d 


la matriz inversa por calcular 
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Entonces se tiene A. A : = I f Je donde 


A.A _i = 


~7 

fe- 

- 3 ? 


= 

"i 

0 

5 

-4j[r 



0 



cfcc luando ope ra c i oncs 


la - 3c 2A-3dl 

"1 (V 


5a - 4c 5b - | 

0 1 

por igualdad se nene: 

- 3c = 3 



2b-3d = 0 


4 

al reso ver el sistema se tiene: a = — . 

5a - 4c - 0 

Síi-4(T' = t 


7 


3 

i 


±, 4*1 

1 1 


por 3o tanto A 1 - 


4 3 
7 7 

5 1 

7 7. 


OBSERVACIÓN.- Una matriz cuadrada A se llama inversíble o legular o no singular si 

[A ¡ * 0 en caso contrario la matriz A recibe el nombre de singular. 

a) PROPIEDADES DE LA M ATRÍ/. INV ERSA<> 

© r'=i © (a-V-a 

© (Afl)-'=B-'A-' @ (A')' 1 - (A' 1 Y 


2.21, DETERMINANTE DE UNA MATRIZ DE SEGUNDO ORDEN.- 


El determinante de la matriz A = 
V es del ¡nido de i modo siguiente. 


íl| I Cíp 


a 2l a 22 


es el numero real denotado pOT del f A) O |A| 


dei(A) = ¡ A |= 


rij| a l2 j 

'#21 :i 2? 


— & f ■'T fln ¡ 


Ejemplo.- Sí .4 = 


2 4 

3 5 


den; A) = | A \ - 


2 4 

3 5 


— 10 — 12 = —2 
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a) TEOREMA.- i a matriz A = 

I 


| ¿} ] i 

I a n a i2. 


tienen inversa A 1 sí y stílo sí [ A | * 0 


y A" 


! 4 l:_ _a 2] a u 


Or mostración 


Sea A = 

_i 


w 


3a inversa de la matn? A como A 1 es la inversa 


A-A , de donde 


'#n 

^33 

X 

y 


■] 

0 

fl 2 ¡ 

3 21_ 

z 

n 


0 

1 


operando se nene: 


tí ^ j X 4 íi j -i £ 

C¡ | |V + ií ¡ 2 >v 


1 

0 

a 2i x+a 21 z 

a 2i y + a 22 k-_ 


1! 

1 


ahora por la igualdad de marrices 


a u x+iii 2 z = l 

a-u.x + aftZ = 0 

s* " resolviendo el sistema se tiene: 

ét 11 y +¿í s ; iv — ü 

fl 2l y + íi 2: w = 1 


x = 





|A|’ Z = 'Mf ”*\M' 


Luego 






_fü. 

y 


Ul 

MI 



íi'l 

iÍLL 



L mi 

MI 


Por 3o tanto: 


A'“ - 


Mi 


'22 





Ejemplo.- Hallar A 1 si existen de las siguientes matrices. 


Sf A s 


1 3 

2 4 


1 3 

2 4 


= 4-6 = -2 * O 
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■Como | A | “ “2 s* 0 =* J A 1 — ■ 


] 1 

®22 

-íí i; ] 

MI 


«II J 


ud 


—3 

2 

2 

4 


- | 

-, -i 

■? 


© « AÁ* {] -* Ul = 


4 5 
7 8 


= 32-35=-3 


Como 1 A i = -3 *0 


3 ¿-'=4-; 

MI 


a- 


22 "12 
r*hi a \ \ 


A x = 


1 ra - 5 _ 

4j = 


8 5 

3 3 

7 4 

3 3, 


2,22. DETERMINANTE DE UNA MATRIZ DE TERCER ORDEN. 


a) M ENORC OM PL E\1 EN T A R10.- E t me ñor co m p lementario de un e te mentó de 

una inatril A de Icreer orden, es d 
determinan le de una matriz cuadrada de segundo urden, que se obtiene después de 
borrar la fría í y ln columna 

Al menor cnmpl«iKiitmio de a tt denotaremos por Af,, 


Ejemplo.- Sea A -\a t | = 


«ii 

«ti 

«ii 


a 2 ] 

«12 

«21 


«ji 

«32 

«33, 





íl Ti Tj 

ti cs 

M,, - 




«12 


2 es 

M n - 

eX-. t 

«23 


«ii 

«33 
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El numero complementario de a iy es M ■ = 


tí :¡ 


ü^2 


h) COFACTOR DE US ELEMENTO DE UNA MATRIZ.- 


Al cofactordel elemento ¿i fj de Lina matriz A es denotado por A if y está definida 

por: 


■ = L-I) ,+, M, 




"31 

u U 

"13 

Ejemplo,- Consideremos la matriz: A tle tercer orden 

A = 

flj] 

"22 

"2,3 



.".3 3 

í?i,2 

"33 


E) eofaclúr de a t es Aj ( = C—I! 1 “ 1 Wjj — M \\ 

El coFactor de a l2 es Á l2 ™(-l) l+í M !2 ~-Aí n 
El Le factor de ¡ij j es 1 , - í-1) 1 ** M|j - M , i 


el DEFINICIÓN,- 


Se 3 la matriz A de tercer orden: 

A = 

a it 

"12 

"S3 



_%] 

a 32 

" 33 , 




El ric terminan l? de la matriz. A es un número real denotado por dettA} o |A| y es 
igual a la suma algebraica de los productos de los elementos de una l'iia o columna 
por sus respectivos cofae lores. es decir: 

| Aj=íi]|A|, +h, 2 A]2 +ü]jA|j = fijjAíji «|vAÍ | 2 +ü 5i Af t3 


-a 


EI 


n 52 


"2,1 

"33 


"21 a n 

áji í*jj 


+ a l3 


'"ll "22 
"33 "]t2 


- a, |(¡J 2 j« 3 ,j )” -ií 23 u L^ * a U^ ü ll a i2 


2 4 5 

-3 2 -1 

I J 1 


Ejemplo.- Calcular el determinóme íle la matriz. A = 
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Snlurión 


tkLM.i = Ml = 



-1 


2 


-4 


-3 

l 


-I 

-> 


+ 5 


2 

1 


= 2í4+ IJ-4(-6 + l)+5(-3-2)= 10 + 20- 25 ^ 30-25 = 5 
OBSERVACIÓN^ Se conoce que 


*11 

¿¡I! 

4ü 














ti 3? 






£Íti | 

d 22 

ü l\ 

¿r>-i 

íi J3 

~ a n 



” fl l2 

í7 ?| 

% 

4u 



¿f 3 2 




%Z 

a a 


a 33 









— í/| i U r J / + rtj¡Ul2[fl_y “ fl 22' fl il J 

— +í, 2l fl l3 fl 32 J'“‘í í, ll tí '2J ú J2 +Ü]2ÍJ^ia3;3 + ^23^31^0 í 


a \ L. ri II ^17 

ü :í 

®J1 fifi; fl J3 


''' •• !í ¡ • 

Ú 2l<ÍÍ^^ í 23 




Ejemplo- Calcular el detcimiraante dr ta matriz 


SoIiich'hi 



4 

2 

I 


5 

-! 

2 


2 4 J 

i—l 



r I 


2* 4 5 

X >SJC 

-345.-<-l 

/ ■• ■- ■ •‘■i 

f 1 2 


=f(2X2)<2) + (4X-I)l!) + <5K-3>(1>] [(1X2X3) + 2(1 1(1 > + 4(-3H2)| 


= (S-4- 13)-(10-2-24) = -11 4 lfi = S 


|A| = 3 
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Si A = 


«II 

«12 

«li 


íí-^ 

£J 

a 31 

a }2 

«33 


su determinante es 


A\ = 


a \i «i; «u 


& 2 1 « 22 


ih 


a 


23 


11 33 «33 


«II «112 w ( 

X \ /\ i - 

'l'l E J -> > • ¿¡ y t 1 ÍT-n -'¿Iv-i 

%í ^32>^íj \ Pj I S0M 

i * * 

+ 4 


di 


. ,+ * 

^.^3 í a \y u \: 


Ejemplo,* Calcular el determinante de la matriz A — 


Solución 


'245 
-3 2 -I 

I I 2 


Ó = 


.2 -4 5 f\X 

X- 2.X-14-2 '2 

,-\ X * X. 

i 

.i a 


— (8-4—15)-(LÜ—2 - 24) H + 16 -5 


|A| = S 


d) Pttüm l> \l)ES BE LOS BETERMINANTES.- 



Si ^ intercambian las filas por las columnas en un determinante su valor no se 
allera. 


Es decir r 


«1 

íh 

«3 


«1 


r i 

*11 



- 

U : 

£s 

*2 

Cl 

c 2 

<x 


a, 

h. 




Si todos los elementen de una tila o columna son cerne el determinante vale 
cero. 



ti. 

a 7 

Ib. 

«j 


«1 

0 í!^ 

Es decir: 

0 

0 

0 

= 


0 fc, 


^1 

c 2 

c 3 


L’| 

0 «3 



Si se intercambian dos illas o dos columnas: conlimias en un determinante, d 
valor de éste cambia de signo. 


«1 

¿7;> 

"3 



*2 h 

*1 

Jr 


= — 

«1 

a l a i 

£ i 

C-, 

C 3 


<*l 

c 2 C , 


Es decir: 
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T 



Si un determinante tiene dos Illas o dos columna iguales o proporcionales* -.11 
v L'tJor és tero. a s decir; 


íf| Jfctí] rtj 
C, ¿r, c 3 


“0 





Si indos los elementos de una fila o una columna de un determinante se 
multiplica por urt mismo numero k, el valor del deturm inante queda 
multiplicado por k. 


fal, 

O-S 

á. 

"J 



Ü*\ 

*3 




°3 

1-h 

b 2 


— 

kh , 

khy 


= k 

A 

b 7 


te, 

c , 

% 

<■3 



Ci 

4. 

íj 


<i 

C\ 

c 3 



Si todos los elementos de una fila o una columna son expresados como la suma 
de dos o más números, el determinante: puede expresarse como la suma de dos 
o más determinantes. 



0 + x a 

j7 3 


«1 

tf-, 

* 

*3 


X 


«3 

Es decir 

^ + >’ ¿h 

h-¡ 

— 



h 

+ 

y 

£s 


« 

q + C e 2 

c 3 


c 'l 

C 1 

c i 


% 

r 2 

' j 



Si u caria uno de los elementos de una fila o columna se le multiplica por "m" a 
y éste resultado s? le suma a otra fila o columna, el valor del determinante no 
se altera. 


Es decir: 



"3 


íl L + trtíU 

fl-v 

"3 



= 

/n, + mb ¿ 

hy 





c \ + WÍOj 

Cl 

Cj | 


Ksia propiedad sirve para reducir tí orden de un determinante y poder hallar su 
valor. 


2 . 23 . MATRIZ DE COt ACTORES»- 


Consideremos lu niain?. 

A- 

a u 

a 2l 

a i 2 

íf 7J 

ü l} 



_£7l] 


"53 
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Si a cada elemento de la matr-r/ A sustituimos por sus respectivos cnfaLtnres* obtenemos 
una matriz y uú se denomina nutrí 2 de coladores y tknütaremos por: 


C4 - 


II ^12 


ZS ^22 

A 23 

'31 -5‘n 



2,24. MATRIZ ADJUNTA. 


Llamaremos matriz adjunta a la transpuesta de la matriz de cofacturcs, es decir: 


Si CA = 


A, 

JÍ Vz 

A ll 

Á i\ 

di 22 

A; t ¡ 

A n 

^32 

Ayy 


es la matriz de colado res entonces la matriz adjunta de A es 


expresado pon 

Matriz adjunta de A = adjí A) = ÍCA V = 


A \ L 


Aj, 

í4|t 

A 2l 

^32 

■4jj 


■> 

'jJ 

L_ 


2 , 2 ?. 


MATRIZ INVERSA.- 


Cnnsiderftiuos una matriz cuadrada A r si | A | * 0 t entonces a la inversa de (a matriz A 
definiremos de la siguiente manera: 



Ejemplo^ Obtener la matriz inversa de A sí existe, donde A 

Solución 


I 3 5 
3 5 1 
5 1 3 


Calculando el determinante de la matriz A. 

¡ A | = l( 15 - 1) - 3<9 - 5) + 5(3 - 25) = -108 camn | A [ = -106 * 0 entonces 3 A 1 , 


Calculando la matriz de exactores 
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A W 

Aa 

A n 


J ^ll 

^ M |> 

13 ’ 


' 14 

-4 

-22 

CA - 

A 21 


Azi 


-Aí 2 

M r 

- Ai 11 

= 

-4 

- 22 

14 


a 3I 

Ají 

■'Vu 


_"j| 

"**32 

j 


-22 

14 

-4 








14 

4 

-221 

p 

1 

'14 

-4 

-22" 

-4 

■» 

i a 

-4 

-22 

14 



ios 

-22 

14 

4- 

-22 

14 

4 


7 

2 

11 " 

54 

54 

54 

2 

II 

7 

54 

54 

~54 

11 

7 

l 

54 

54 

54 . 


2.26, DETERMINANTE DE UNA MATRIZ CUADRADA DE ORDEN n.* 


Consideremos la matriz cuadrada de orden nxm 


a n 

a ll 

iii j 


^ii 

Mil 

(¡22 


‘rii 

£l n 

"33 

■“ ü 3« 


_^ Pll "fi.3 "■ fl HñJ 

5* Uama determinante de la matriz A jt número real denotado por det( A) n |A y itefinido 


por: 


U!=2/ ir '“-, ;W u 



Siendo j fijo en l < j £ n, donde el elemento a lf pertenece a la i-ésima ñ|a y a la j 
ésimá columna y M - r es el menor complementario del elemento a fJ . 


Veremos para el caso de uña matriz tic tercer orden. 
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Si A = 


íT t! *¡Z 


a 


11 


ii , tí "i^ tí "si, 

^ *J3 


entoneés su de¡emiinnme es: ¡ .4 [ = (-1)' ’ 1 a i} M rj 


r=l 


desa mol lando por Ja primera columna se fija j = 1 

i 


l-*l = JV> r * - fl 2i M 2t + «M 


Sí 




- a 


tí 


— o. 2 

*31 

a 21 

+ ÍT I.1 


a n 

l>* 



«31 

a tt 

ki 

Oí,^ 


2 . 21 , METODO DEL P1BOTE.- 


El método del piboie sirve p ara calcular el determina me de una matriz de orden superior 
al tercero. F.I método consiste en obtener oiro determinante a partir de |A| aplicando 
repetidas veces la propiedad (7j de los determinantes, que goce de la propiedad de que 
todos los elementos de alguna fila o columna son ceros excepto uno, es decir: 




donde M {( es el menor complementario de a t . y al demento a se lé llama elemento 
pibcue, 


Ejemplo.- Calcular d dclenilisiante de la matriz. A 


Solución 


4 15 2 

-1 1 -3 4 

-2135 
1 4-3 6 


4 

i 

3 2 


0 

1 

0 

0 








-3 

2 

-3 4 


-9 

2 

-Jj 

0 


-9 -9 

ü 


0 

-9 

n 

r 2 

1 

3 5 


-6 

1 

ü 

3 

=<-n 1+2 i 

-6 0 

3 


-6 

0 

3 

i 

4 

-3 6 


-15 

4 

“15 

-2 


-15 -15 

-2 


0 

-15 

-2 


1*1 = 


T t f 

C -4cj ^-3: 2 c í —2pj 


Cj - f'S 
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j— — 


= -<H) ,+3 (-9> 


-6 

O 


3 


= -9(12-0) = -103 


f A ¡ = -108 


Ejemplo.- Calcular la determinante de la matriz. 


Solución 


‘3 1 I f 

13 11 

113] 

I I E 3 
■- •«* 


3 

1 

1 

1 


-o 

0 

—Jj 

ér 

-2 

1 

3 

1 

1 



1 

3 

1 

í 

1 

1 

3 

1 

~ - h'h 

-í 

0 

-2 

2 

0 

1 

1 

\ 

3 

A-/a 

H- 

0 

-2 

0 

2 




-8 

-2 

-2 


-10 

i 

0 

( 1 ) 

-2 


0 

- _ 

-2 

2 

0 


-2 

0 

2 


-2 

0 







2(-20—4) =48 


2.28, RANGO DE UNA MATRIZ.- 


Ll rango de una. matriz A de orden nxn. es el orden de la s?.ihinairí2 cuadrada más 
£[«tilde contenida en A, cuyo deiémiinarue es no rudo y que denotáremos por 
r(A> = rango de A, 


QBS ER V A C ION .- 



Dí: la definición del rango de una mairiz A k se observa que si el rango ite A es Se, 
entones rt A) < min{ m.n) donde A es lu rnuiriz de orden ntxn. 



Para calcular el rango de una matriz A. es suficiente que entre indas sik submaifices 
Cuadradas más grande, encontremos una que tenga ai determinante no indo. ) si esto 
no ocurre continuamos con las suh matrices cuadradas de orden inferior. 
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Ejemplov 


'0 2 


Calas lar el rango de la matriz, A - 


1 4 
3 1 


-4 

-5 

7 



Solución 


Como la matriz A es de orden 1x3. entonces por definición se tiene que r(A> < miní 3,4) 
es decir ni A) < 3 ahora formamos las submatrices cuadradas más grande de A, las cuales 
so ti de orden 3*3. 


"0 1 -4 


"0 2 -4' 


"0 2 —4" 


r” 

l 

^r 

1 _ 

1 4 -5 

w 

3 1 7 

i 

I 4 -5 

i n 

3 1 7 

3 1 7 


n' 
f 

O 


0 1 -2 


0 I -2 


Como no existen mas submatrices cuadradas de orden 3x3 y al tomar d determíname de 
cada uno de eltas su valor es cero, entonces; r(A) / 3 y como ríA) £ 3 =$ rtA) < 3, 


Ahora formamos la submatrices de orden 2x2 y es suficiente que alguna de estas 
submalrÍL'cv su duturrni liante sea no nulu como por ejemplo el determinante de la. matriz 
0 


I 4 


es -2 por lo Eamo ti A) = 2. 


Ejemplo.- Calcular el rango de la matriz A = 


Solución 


1 1 
2 I 
2 1 
-1 0 


Como la matriz A es de orden 4xJ, entonces por definición n.A) < min {3,4} de donde 
ríA) < 3. Ahora formamos las submatrices cuadradas más grande de A. las cuales son de 
urden 3*3. 


3 

1 

l 


3 

1 

l 


"3 

1 

I 1 


1 

7 

£/ 

l" 

[ 

2 

1 

p 

5 

2 

1 

1 " 

i 

2 

i 

p 

5 

2 

1 

ñ 

2 



2 

-i 

0 


l 

-1 

0 


2 

-i 

0_ 
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es -4 * 0. Luego r( A) = 3. 


Fj em n ¡ o r - Calcu lar el ran* o de la matni. A - 

3 6 0 

Solución 

Como la matriz A es de orden 3xll entonce» por definición rCA> £ miiaj 2,3> de donde 
HA) < 2 Ahora formamos las suhmatfteiís cuadradas má^ grande de A. las cuales son de 
orden 2\2. 


r l 2’ 


'1 

0" 


'2 0" 

3 6 

* 

3 

0 

"i 

1 

*> 


étimo los determinantes de estas submatrices todos vales cero entonces nA) * 2, 
entonces n A] < 2 ahora formamos las matrices cuadradas 1x1. 

¡ornamos [ E | cuyo determinante es * ü por lo tanto n As = |. 

observaciones- 

Q 

© 

© 

© 


© 


Todas las matrices no nulas tienen rango mayor que cero; las motrices nulas 
rango es cero. 

Sí la matriz A es de orden mxn no Líala => 0 <uA) < min [ n,m¡. 

Sí la matriz A es de urden nxn no nula =* 0 < t( A i < n. 

Si la matriz A ex de orden nxn DO nula, entnncex las siguientes afirmaciones sota 
equivalentes .4 1 & | A | ^0 es equivalente a decir A” es o no singular, 

<-> n'A.j = n > 

Uiego una matriz cuadrada A de orden, n tiene inversa sí y solo sí r(A) - n. 

Sean A y B dos matrices de orden m x n y n \ p respectivamente 
n:AB)ámin{riAhiíB)L 


y como el determinante de 


3 I I 
l 2 I 

5 2 I 
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OBSERVACIÓN,- También se nene otra forma para calcular el rango de tina mairií, 

d cual es mediante el concepto de las operaciones elementales o 
transformaciones elementales. 


2.29. OPERACIONES ELEMENTALES O TRANSFORMACIONES 
ELEMENTALES.- _ 

Son las. operaciones con matrices que no se modifica r.i su orden ni su rango. 

Las ope raciones elementales o transformaciones elementales por filas o columnas sobre 
una matriz A son las siguiente*: 

(T) La pemrnaciófi de la fila i y la Fila j. se representa por W jf - 

(2^ La permutación de la columna i y la columna j se representa por K Sf . 

(3) E! producto de lodos los elementos de la Fila 1 por un escalar k distinto de cero, se 
representa por //,{£). 


@ El producto de todos los elementos de la columna i por un escalar k di saín lo de cero, 
$e representa por K\ (Jk) 

© La suma de la fila i. con los correspondientes demenfus de la fila j multiplicados por 
un escalar k. se representa por H Pji (*) 


© Lj suma de los elementos de la columna i, con los correspondientes elementos de la 
columna j multiplicados por un escalar k se représenla por K n (fc ) a las operaciones 

de tipo H se. llaman operaciones dente niales de lila a las operaciones del tipo k. se 
denomina operaciones elementales de columna. 

Ambas en general son operaciones de linea. 


Ejemplo.' 


I 

Aplicar sucesivamente las operaciones de lila Wji.il) 1 W 2 (—). 



-1 

3 

6 


4 

5 

-7 


donde; 
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SMlcíon 



" 1 

2 


4 ' 


r 1 

2 

-1 

4 ‘ 


1 

2 

-1 

4 ' 

4 = 

2 

4 

3 

5 


0 

0 

5 

-3 

««o) 

0 

Ü 

5 

-3 1 


-1 

-2 

fe 

-7 


-l 

-2 

6 

-7 


0 

0 

3 

-3 


- 


2-30. M A TRIZ ELEMENT AL.- 

% 

L ' na 11 cuadrada A de orden nxn se denomina matriz elemental si puede ser obtenida 
d partir de la matriz identidad de orden nxn. / fl po¡ sola operación elemental de fita o 
columna a las matrices elementales se denotan por R. 

Ej em p lft + - O btener tres matrices elemental es. 


12-1 4 

0 0 I 

5 

Q 0 I 

5 



1 

U 

0 


F 1 

0 

0' 

0 

1 

0 


0 

5 

0 

0 

0 

I_ 


0 

0 

1 



'l 

0 

0" 


" í 

0 

0' 

0 

3 

0 

■ 

0 

! 

0 


0 

0 

1 


-3 

0 

1 



1 

0 

0" 


*1 

Ü 

0 

0 

1 

0 


0 

0 

1 

0 

0 

i 


0 

] 

0, 


2 Jl, MATRIZ ESCALONADA - 


Una matriz A de orden inmcrt cuyas filas están en forma escalonada se denomina matriz, 
escalonada y es de la forma; 
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ííü £|2 [1 |4 



o 

o 


O ü r1 (J t j 

D O 

U O O 


« 2 .H 

ü 3 h 

O 


o O o o 


o 


mn 


Una iiiaifiz, A puede ser reducida a la forma matriz escalonada, reducida mediante una 
serse de operaciones elementales sobre sus Tilas satisfaciendo las condiciones siguientes: 


Lro. Si una fila no consta exclusivamente de ceros, entonces el primer demento 
diferente de cero en la fila es I, 

2rk)> Si hay fitas que constan exclusivamente de ceros, entonces están agrupadas en la 
pane de la matrii. 

3ro. Si Lis filas j y j+l son dos filas sucesivas cualquiera no constan exclusivamente 
de ceros, entonces, el primer numero diferente tic cero en la fila j +1 aparece a la 
derecha del primer número diferente de cero en la tila j. 

4to. Todas las columnas que contienen el primer elemento diferente de cero de 
alguna fita, tienen ceros cu todas las posiciones restantes. 

Si úna matriz cumple con las propiedades ler, 2do y .íro. se dice que está en forma 

escalonada. 


r i 3 i 2 " 

- 

14 0' 


'Q 0 -1 5 01 

Ejemplos,* De matrices escalonadas; 0 15 7 

+ 

U 1 0 

k 

O 0 0 4. 0 

0 0 15 

L -n 


0 0 0 


0 0 0 0 1 


2J2. MATRICES EQ UIVALENTES.- 

Una matriz A = [ú rj ] de orden nixn se dice que es equivalente a la matriz B = |¿j,J de 

orden mxn, si ü- se puede obtener de A por medio de una sucesión de operaciones 
elementales de filas o columnas. 


La notación es A - 0 (A es equivalente a Ui 
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Ejemplo.- Llevar a la mairis: A = 

Ope rae iones e le mentales. 


’l -2 Jl 

2-12 a la niatrLz identidad mediante 

3 I : 


Su tu fiiin 


’l -2 3 " 


i 

i—*■ 

i 

k» 

u> 

_i 


1 -2 3 

2 -I 2 

A- 2/. 

0 3-4 

f¡-H 

0 3 -4 

3 1 2 

L 


i 

<N 

n 

_i 


0 7 -7 


A “ 2 Á 


"1-2 3 ' 


'l 

L 

w 

_1 


T -2 

3 ' 

0 3-4 

Í1-2J, 

0 

1 —+F 

A “ A 

0 1 

-6 

0 1 1 

r-w 

0 

1 1 _ 


0 0 

7 




'I -2 3 


■] -2 

0" 


"i 

_2 

0' 

0 1 -Hft 

fl-ZÁ 

0 

I 

-6 

A -*A 

0 

1 

0 

0 0 1 


0 

0 

1 


0 

0 

I 


/, +2/: 


r i o o' 

0 I o 

0 0 i 


= / 


A -1 


133- INVERSA DE UNA MATRIZ POR EL MÉTODO DE GAOS- 
JORDAN,- 


ü] método consiste en construir una matriz de urden m¡2n. formada por la malri?. A v 1;; 
matriz unitaria I es decir: 


Ai/ 


... If) 


Medsanté las operaciones elementales sobre las filas de 3a matriz construida, 
transforman do (I) en la forma: 

*■ 

I[R 

donde B - A 1 es la matriz inversa. 
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Ejemplo,- 


Hallar la inverna de la matriz A mediante el método de Guuss - Jordán si 


t 


existe donde. 



-1 

u 

_ 2 

4 


4 

3 

1 

-I 


1 

0 

1 


Soludou 


1 

-i 

4 

1 

1 

Ü 0 

0 

2 

0 

3 

1 

0 

1 0 

0 -> 2/, 

4 

_ y 

1 

0 

Ü 

0 1 

0 -* 

-2 

4 

-1 

2 1 

0 

0 0 

1 H- / 4 + 2/, 

1 

-1 

4 

2 í 

1 

0 0 

0 

0 

■3 

fa* 

-5 

“3 ] 

-2 

3 0 

0 

0 

2 

-15 

-B 

-4 

0 l 

a-* h-h 

0 

2 

7 

6 

2 

0 0 

1 -> /«“/a 

1 

-1 

4 

2 

1< 

0 

0 0 

0 

2 



_2 

l 

o n 

0 

0 

-10 

-5 

- 2 

-1 

1 0 —► / 3 + /* 

0 

0 

12 

9 

4 

-1 

0 1 

1 

-1 

4 

2 

l 

0 

0 0 

n 

2 

-5 

-3 

_2 

1 

0 0 

u 

0 

2 

4 

2 

-2 

1 1 -» f, -«/, 

0 

0 

n 

9 

4 

-1 

E3 \ 

i 

-i 

4 

2 

' 

0 

0 0 

0 

2 

-5 

-3 

_2 

1 

0 0 

0 

0 

2 

4 

1 2 

-2 

I 1 

0 

0 

0 

-15 

“8 

11 

-6 -5 

1 

-I 

4 

2 

1 

0 

U 0 -» /|-2/, 

n 


-5 

-3 

-2 

i 

0 0 

u 

0 

2 

4 

2 

-2 

1 ' -> /j-'l/j 





3 

11 

6 5 

0 

0 

0 

1 








15 

15 

15 3 5 
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1 

22 

12 

10 

! 


4 

0 

15 

15 

15 

i 5 

U 

2 

-5 

0 

-A 

_ is 

1 H 

15 





15 

15 

15 

15 

0 

0 

2 

0 

2 

14 

9 

5 

0 

0 

0 

1 

15 

15 

15 

15 





8 

II 

6 

5 





15 

15 

15 

15 





3 

6 

6 

n 

1 

-1 

0 

0 

15 

15 

15 


0 

■J 

rife 

-5 

n 

_A 

_J 8 

IS 

]5 





15 

15 

15 

15 

0 

0 

í, 

0 

2 

14 

M 

5 

0 

0 

0 

1 

30 

30 

30 

30 





J_ 

Ji 

6 

_5_ 





15 

15 

15 

15 





J_ 

6 

6 

0 





15 

15 

15 

u 

] 

^1 

0 n 










20 

34 

9 

5 

0 

2 

0 n 


3tí 

30 

30 

30 

0 

0 

1 0 


2 

11 

0 

5 

0 

0 

0 1 


30 

30 

30 

30 





S 

11 

6 

5 





15 

h 

15 

15 


/. “2/j 


~rr . I 


Í3 


h + 5/j 


''4* 

1 


- 


1 o o o 
Ü 1 o o 
0010 
o o o 1 


4 

w 

M 

10 

2_ 

30 

8 


5_ 

30 

12 

30 

H 

30 

U 


20 

_2_ 

60 

. 2. 
.30 

6 


A 

60 

_5_ 

60 
_ JL 

30 
5 


Luego A 


-] 


11 


Í5 


15 15 

I! 

5 




4 

_5_ 

J_ 

_5_ ' 





30 

30 

20 

60 





m 

17 

9_ 

A 


" -8 

10 

9 5 

30 

30 

60 

60* 

1 

-20 

34 

-9 5 

_2_ 

3 1 

9 

__5_ 

~60 

-4 

22 

-18 ~1Ü 

30 

30 

30 

30 


12 

-44 

24 '*20 
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üjempki.' Medíame el método de (.musí, hallar la inversa si existe de la matriz 

5 


A - 


3 4 

2 3 ¡ 

3 5-1 


Solución 


3 

4 

5 

1 

0 0 

1 

¿T, 

1 

Restar de f 

una vez / 2 

2 

3 

1 

0 

1 0 





3 

5 

-1 

0 

0 1 





1. 

1 

4 

1 

“1 

a 




2 

3 

1 

0 

1 

3 —^ / 3 - 2/ v 

Res Lar a f * 

dbs veces /¡ 

3 

5 

-1 

0 

0 

1 ~* fs ~ 5f^ 

Restar a f\ 

tres veces / 

l 

1 

4 

I 

-1 

0 




0 

1 

-7 

_ T 

da 

3 

0 




0 

2 

-13 

-3 

3 

í —r /j - 2/a 

Restara /, 

dos veces 

1 

l 

4 

3 

-1 

0 -*■ /i ~ 4 C 

Restara jfj 

cu aíro veces /■,. 

0 

1 

-7 

“2 

3 

0 -> / a +7/ d 

Sumar a / 2 

siete veces /* 

ti 

0 

1 

1 

-3 

1 




1 

I 

0 

”3 

11 

“4 /i “ /a 

Restar a /'| 

una vez. f-. 

0 

1 

0 

5 

-IR 

7 




0 

u 

1 

l 

-3 

! 




1 

0 

0 

-% 

29 

-13 



'- 8 29 -LÍ 

0 

3 

0 

■r 

-13 

7 

- e 

A" 1 - 

S ^lí¡ 7 

0 

0 

1 

1 

-3 

1 



1 -3 1 


2*34* EJERCICIOS I ÍES ARROLLADOS^ 


(T) Escribir explícitamente La matriz A = [ü^ ] 1i2 donde a ¡} —1 + 2 j 


Solución 
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^13 

fl ].3 


3 

5 

1 

A - l d i; Jlr2 “ 

a 2\ 

Úy> 

Jrém 

a 2i 

- 

4 

h 

8 



a i2 

. 


^5 

7 

9_ 



2.r + 1 

2 

z-l ' 


3 - 2v 

2 .i + y' 

Sean las matrices A = 

* + 2 

-1 

2y 

y = 

; + 3 

“l i-2* 


y-1 

8 

x-2z 


i - 5 

8 -1 


Sá A = B, hallar el valor de xyx 

Sol ud nn 


Como A — B 


2*f 1 =3 - 2y 

*+ y = 1 

je + 2 = z +■ 3 

ll 

n 

i 

v -1 = z - 5 

v - ; = -4 

Z -1 = X + v 


*+>’-£ = -1 

2y= :-2r 

3.r + 2 v - ; 

:c-2z = -l 

.v - 2z — 1 


x - 3 

y = -2 


— i 

— £m 


Luego el valor efe xyz ^ Í2.H3 K-2) = 12 



"l 3" 


0 -1 


Si A = 

2 5 

y B - 

3 4 

calcular A* . fí\ iA±BY' 


0 2 


1 1 



Solución 


1 3 

2 5 
0 2 



2 0 ] 
5 2j 


0 

-f 

=> = 

0 3 1 

3 

4 

1 

1 


-l 4 Ij 




1 3' 


'Q -l' 


"l+ü 3-1 ' 


“i 2 

2 5 

-r 

3 4 

= 

2+3 5+4 


5 9 

0 2 


1 1 


0+J 2 + 3 


1 3 




yl + K = 
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..4 -+■ ft — 


i 2 
5 9 
1 3 


(A 4 B ] ‘ — 


1 5 l l 

2 9 3 



"l 

—i 

3 


'0 

~r 


"1-0 

3+11 


' 1 

4 

A-B = 

2 

5 

— 

3 

4 

— 

2-3 

5-4 

— 

-I 

i 


0 

2_ 


1 

1 


®-\ 

2-1 


-1 




1 4 



A — B = 

-1 i 

-■ {A-BY = 

1 -! -i" 

4 1 1 


-I 1 






Dada la matriz 


- 


"5 8 4' 
3 2 5 
7 6 0 


! fallar una matriz B tal que 3ít murria A + B de- la nao 


unidad 


íviilutiióti 



Por condición de i problema sé licué: A + B = I de donde B — I - A, por lo ten Le 
reemplazar se tiene; 



0 

0" 


5 

8 

4" 


1-5 

0-8 

0-4 


"-4 

-B -4 

0 

i 

0 

- 

3 

2 

5 

= 

0-3 

1-2 

G“5 

= 

-3 

-1 

-5 

0 

0 

1 


7 

6 

0 


0-7 

n~é 

1-0 


-7 

- 6 

1 



1 

"1 

2 r 


4 

1 r 

ratcular AB - BA. donde; 

A = 

2 

1 2 

. 0 = 

-4 

2 0 



1 

2 3 


Ll 

2 1 


Solución 





4 ] 


Y 


' 3 ' 



[l 2 l] 

-4 

[1 2 1 ] 

2 

[l 2 l) 

0 




I 


2 


1 


"1 2 r 

4 13 



1 4 ' 


V 


l" 


2 1 1 

-4 2 0 

— 

[2 1 2] 

-4 

I: 1 2 ] 

2 

[2 ' 2j 

0 


1 2 3 

I 2 1 



_ 1 _ 


2 






" 4 " 


Y 


Y 



[l 2 3] 

-4 

[1 2 3 ] 

2 

[l 2 3 ] 

0 




I 


5 

L . 


1 

























































r-4 


4-8 +1 

1 + 4+2 

t +0^1 


'-3 

7 

2 

8-4 + 2 

2+2 + 4 

2 + 0-2 

= 


8 

4 

4-8 + 3 

1 + 4 + 6 

1 -0 + 3 


-1 

11 

4 
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BA- 





T 


*2" 


Y 




[4 1 l[ 

2 

|4 i l] 

1 

N 1 1] 

2 





1 


2_ 


3 


2 f 



[>' 


2 


Y 


1 2 


[-4 2 o) 

2 

[-4 2 O] 

S 

[-4 2 0] 

2 


2 3 



Y 


4 


3 





i 


r 2 


Y 




|l 2 l| 

+ 

W 

[l 2 l] 

1 

[l 2 l[ 

2 





llj 


2 

■= 


A 




" 4+2+1 

8-1 + 2 

4+ 2 + 3 


‘7 

11 9 

= 

-4+4+0 

— R-r'2 + 0 

- 4 + 4+0 

- 

0 

-6 0 


1 + 4 + 1 

2+2 + 2 

1+4+3 _ 


o 6 

6 8 



-3 7 

2' 


7 n 

9 


i 

1 

---i 

7-11 

w 

J 

■í> 
_ j 

AB - BA * 

6 8 

4 

- 

•■O 

I 

O 

0 

= 

6-0 

8 + 6 

4-0 


-1 11 

4 


6 6 

— 

S 


-1-6 

1J-6 

4-8 


AB — HA — 


-10 -4 -7 
6 14 4 

-7 5 -4 


0 


-llar lodas las matrices Cüjpjiiulativas con la niaLrii A = 


Solucid n 


3 1 0 
0 3 1 
ü ü 3 




H = 


■ E, 


a 


a , 


A, b 2 A v 
Y c 2 Cj 
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‘3 

l o" 

\ 

a-. 

A* 


Sil] i Ó; 

3<?i +¿ 2 3a t +*3 

AB - 

0 

3 1 

h 


b } 

- 

3fc, Tí, 

3*2 ’t'í; -fe-Cj 


0 

—i 

cv 

o 

f\ 

C 2 

c -_ 



3c 3 3c 

3 . 


ÍJ j 

ni 

m 


3 1 

0 ' 


3fl| o, 

+ 3fl-, el 2 -fe- 3(1 j 


BA- 

¿i 

h 

h 

0 3 

1 

” 

3*1 h 

+ 3*i * : +3*-, 



_ £ i 

c 2 

Cj 

10 0 

3 


3c, c 5 

+ 3^2 Cj + ¿Cj 



como A v B se ni conmutativas => AB =I1A de donde ■ 


3<j, + *, - 3p, 
3*, + Cl =3*| 
3c¡ = 3f t 


jíiTj + *2 + 3¿r> 

1 3J?2 + c-> = / j | ■+ 3b M . 

3tij = íJt + 3dj ? 
V>i+c- % =fr 2 +ü>y 
_V 5 =i?2 +3 c 5 


— í?^ 

A, = c 2 

lq - o 


/jj - ¿i ¿ 

h 


Luti^ü B = 


fl, Oí 

0 Oj 

0 o 




«I 


, donde flp¿i 2 ,a 2 t 


* t = G 
c¡ = o 



2 ~3 -5" 


i 

i 

■Ji 

_1 


t 

C-l 

fe 

OI 

B 

Sean las matrices: A - 

-14 5 

; a - 

■/j 

1 

P*1 

1 

y c = 

-1 3 4 


V 

\ 

_j 


-1 3 5 _ 


1 -2 3 


donde ÁR = RA = 0 t AC = A. CA = C. Hallar ATB. CBA, A' +B^. (A+B) > 


Solución 

\) Calculando ACB: ACB = <AQB - AB - 0 ^ ACB = 0 
Si) Calculando f!RA: CBA = C(BA) *= CÍO) — 0 =* t“BA^0 

xii> Calculando /!"+#"; 


































f'.duurdo pinaza Ramos 


C<Mno AC = A, í.'A = C entonce* A y C son ídempotefilcs 4 ’ = A 
Además B es idempoienre => B 1 = 8 

A 2 +fí 2 


~l -3 -5 


3 5 

-14 5 

+ 

'f. 

i 

rt 

1 

1 -3-4 


-¡ 3 5 


r 2-1 -3+3 

-5 -5" 


" 1 0 o’ 

-1 + 1 4-3 

5-5 

- 

0 1 0 

1-1 -3+3 

-4+5 


o 

o 






'1 0 0 ' 


2 =ÍA±Bf - 

o 

HsH 

O 



1 

o 

o 



Hallar x T y, z y w si I* ' V ]= A 6 "LJ 

iz w\ [-1 2ivj [z 


4 x+y 
+ w 3 


Solución 

Escribiremos a cada miembro cuino una sola matriz. 


3 a 

3y 


.v + 4 

x + v + b 

_3: 

3»v 


Z + h-' —! 

2h +3 _ 


por igualdad de matrices se tiene: 


3.r = je + 4 

3v= x + y+6 
3 z = z + w- \ 


de donde 


2x = 4 
2 y -x-6 
2 : - h “ -1 


x = 2 


y = 4 

z-\ 


- 2w+3 


h' = 3 

ai 

■UJ 


' 2 

-l" 



Dadas las matrices: A = 

1 

0 

y ^ = 

"l -2 « 5 

3 4 0 


-3 

4 




Hallar AB y BA. 


Solución 
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[2 ~>] 

Y 

j 

(2 -»l 

_ 2 

4 

[2 - l ] 

-5 

0 

AB - 

' 2 -f 

1 0 

1 -2 -S 1 


[i o] 

V 

[i o] 

r sT 

-l 

Ei o] 

- 5 ] 



3 4 0 


3 

4 

0 


-3 4 _ 

L j 


[-3 4 ] 

Y 

3 

(-3 4 ] 

-2 

4 

[-3 4] 

-s" 

0 




- 








‘ 2“3 

-4 “4 -10-O" 


-1 

-S 

-IQ* 


"-1 -8 -10" 

= 

1 + 0 

— 2+0 -5+0 

= 

] 

_7 


/. Afi - 

E -5 


-3+12 

6 + 16 15 + 0 


$ 

22 

15 


íí 22 15 

L. 


AB- 


'l -2 —5 

"2 -A 


- 1 

r +—»■ M 

i 

N 

1 

'Ji 

" 2 

1 

-3 

¡1 -2 -5| 

"iT 

0 

4 

3 4 0 

l 0 

— 


" 2 " 


-ll 


-3 4 


[3 4 0] 

1 

-3 

[3 4 0] 

-1 

— 1 

& T 


2-2 + 15 -1+0-201 

Y 

-21" 

„ [15 -21" 

BA = 

6 + 4 + 0 - 3 + 0 + 0 

110 

-3 

[lO -3 


, , r i 31 

"2 0 “4' 

} Dadas las maEnees. A = | y o = 


' b -iJ 

3-2 6 


Hallar AB y DA 


Sntucinn 


i 

o 

i 

-1 

j 

'2' 

3 

[> 3] 

' 0 

_2 

[. 3] 

-4~| 

6 

2 -1 

3-261 

L J 

i- — 

i 

'2 

3 

[2 -1] 

r-- 

*. O 

[I -1] 

7 

__ » 


2+9 0-6 

-4+is] r 

11 -6 14 

4-3 0+2 

-s-eJl 

1 2 -14 


DA no deRnida por el numero de cnlumnas de A es diferente al número dé tita*. de A, 









































































Eduardo Espinnia Ramón 


Encontrar AA* y A*A, donde 



2 0 
-1 4 


Snindrin 


Como A = 




'a 3 ‘ 

1 2 ü 

II 

>■ 

II 

2 -1 

3 -I 4 




0 4 





r 

T 


" 3" 




"1 3" 


[l 2 o) 

2 

[l 2 0] 

-] 


X í 

'l 2 i) 




0 


4 


AA' - 


: -i 

m 







3-14 




y 


: 3 = 




0 4 


¡f_ i 







■ 


[3 -] 4-J 

2 

h -i 4 

-1 






Q 


4 

L J 



1+4 + 0 

3 - 2 + 0 " 


"5 ] 


5 1 

3-2 + 0 

9 + 1+16 

““ 

1 26 J 

/. AA* = 

1 26 



1 + 9 2-3 0+12’ 


r I0 -1 12" 


10 -3 12" 

2-3 4 + 1 0-4 

— 

-1 5 -4 

A 1 ,4¡ — 

-I 5 -4 

0 + 12 0-4 0 + 16 


12 -4 ¡6 


12 -4 16 


Demostrar que la matriz 



-3 -41 


3 4 
-3 4 


es mipotenle. 


Solución 


Una mati'iz A es. nil poten te si A~ = 0 . 




















































.Vítí/n'tfc'i y Di'lerminunies 



' 1 -3 -41 

[» 

-3 

-4' 


1+3-4 

-3-9+12 -4-12+16 

A 7 = AA = 

-13 4 

-> 

3 

4 


-1-3+4 

3+9-12 4+12-16 


1 -3 -4_j 

[i 

-3 

-4 j 


Tf 

■+I 

-3-9+12 -4-12+16 


A 


0 0 0 
0 0 0 
0 0 0 


A es una matriz nüpotente 



Demostrar que ia matriz 



-2 -4 
3 4 
-2 -3 


es idempoierne. 


Sulici'iñn 


Una matriz A es idcrnpoteisEe sí A 2 = A 


'2 

”2 -4 

' 2 

_2 

—4" 


"4+2-4 

-4-6+8 

-8-8+12 

-i 

3 4 

-1 

3 

4 

- 

-2—3+4 

2+9-g 

4 + 12-12 

1 

-2 -3 

1 

-2 

-3 


2 + 2-3 

-2-6+6 

-4-8+9 


2 



l 


_ 3 


3 

-2 



A es iíkmpíllenle. 




i 

(o 

i 

í 

-j-, 

_i 


i 

M", 

n 

7 

i_ 

Sí A= 

-1 4 5 

13 

1 -3-5 


-i 

*+ 

l 

1 

—* 


-13 5 


Hallar A^B 1 


Snludmi 



i 

í-j 

1 

-5 1 

2 

-3 

-5 


"4+3-5 

“6-12+ 15 

-10-35+20 

li 

í-j 

-1 4 

5 

-l 

4 


=■ 

— 4 + 5 

3 + 16-IS 

5 + 20-20- 


L J -3 

-4 

1 

-3 

-4 


2+3-4 

-3-12 + 12 

-5-15+16 



A es idempetenlc 

































Eduardo Espinoza Ramm 


Luego A 5 = Ai A 2 ) 2 = A. A 2 - A A - A 1 = A 



““13 5“ 

-1 3 5 ' 


'1+3-3 

-3-9+15 

-5-15+25" 

B 2 = 

1 -3 -5 

l _ —3 -5 

— 

-1-3+5 

3+9-15 

5 + 15-25 


-13 3 

L 

Ur 

1 JY 

l _ 


1 + 3-5 

l 

i 

& 

+ 
fc—“ 

«Jl 

5 15 + 25 


B 


7 


-I 3 
í -3 
-I 3 



B es idcmpoLcrilc. 


ñ ' ~ i?|fl V “ B-Ü* =<;fi i r = b- = B 



" 2 -3 -5 

r -l 

3 5 " 

Ahí S = 

-14 5 

I 

-3 -5 


1 -3 -4 

-1 

L_ 



r -2-3 + 5 

6 + 9-15 

10 + 15-25" 


"o 

0 

0" 

- 

1 + 4-5 

-3-12+15 

5-20+25 

= 

0 

0 

0 


-1-3+4 

3 + 9-12 

5 + 15-20 


0 

0 

0 


Luego A'B 1 


n o 
o o 
o o 


o 

o 

o 




Determinar si la matriz 



■il 


-1 

O 


es.iiivduiiva. 


Solución: 


La matriz A en. involuttva sí A‘ - 1 


-3 ™tí 2" 


—tí 

2" 


"9-12 + 4 

18-24 + 6 

-6 + 6-0“ 

2 4 -1 

2 

4 

-I 

- 1 

-tí+g-2 

-12+16-3 

4-4 + 0 

2 3 O j 

L 2 

3 

0 


-6+6+0 

-12+12+0 

4-3 + 0 
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l Q O 
0 1 o 

U 0 1 



A es insolad 1 . j. 


Hallar la invenía de 3a matriz 



2 ' 

4 


Solución 


.Sea A - 


u h 
€ d 


una mairiz de urden 2, 


i 

Si | A j *0, entonces exísie A" = ¡—¡ 


Como A = 


1 2 
3 4 


\ A 

A| = 4-6 = -2*0 


d ~t> 
—c a 




^ 1 3 f 4 -21 


' 4 -2 


-2 1 ' 

Como A 1 — - — -si 



3 1 

. 2 2. 

|A| (_-3 lj 

2 

.-3 3 . 





* 

Sea A B |fl ( S una matriz de üideri nxii entonces. A,4' es simétrica. 


Sol ario n¡ 



Se conoce que sí A es simétrica =* A r *A * 

Entonces debe probar q ue \ AA' ) r = AA' 

= (A r )’A J - A A* por lo tanto AA J us simétrica. 

(Ts) Sea A = [a Jt \ una matriz cuadrada de orden ñutí. Demostrar que A + A ' es simétrica. 


Solución 


























Fiiuantn ítspinazü Rar/r 


A + A s es simétrica sí (A + A*) ! = A + A* 
entonces (A + A *) J - A 1 +{A’ ) r - A f + A = A + A* 

m i 

como (A + A 1 ) r =■ A + A r entonces .4 + 4' es simétrica. 

A = Í£iy ] una matriz cuadrada de urden nxn. Demostrar que A - A 1 es antisunet 

Solución 

A -A 1 es ani i simétrica sí (A-/i Y = -(A-4/ \ 

entonces {A - A ')' = A ' r - [ A ' 1 )' 1 = A ! - 4 = -[ A - .4 1 * i 

corno (.4 - A' Y = -(A - A r ) entonces A - A“ es an i ¡simétrica, 

Dcrnoslrar que toda matriz cuadrada A = \a J es igual a la suma de una matriz sinsét 
y de una matriz antisimétrica. 

Solución 


( 

A * A es simétrica por el ejercicio (18) entonces ~{A + A' i es simétrica 

A-A r es ami situé trica por el ejercicio 1 1 9} entonces - { A - A') es antisinoétrica 

2 


Luego l(A + A I }+-{A-A ) = —+- + - — 
2 2 2 2 2 2 


= A 


Por lo tanto A » -(A + Á )+—(A - A ' r 1 
2 "> 


Probar que: adjíl) = l 


Soto don 


Como / 1 “ -p|-j/tíT¡)( 4 r } de donde se tiene: 
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ad/(A')= | A' |(V)“ = |j 4 | (A" 1 )'= (| .11 A- i)' = (dilj(A))' 
¡>or I o lanío sdj (. A ‘ ) = ( adj t A })'' 

NOTA.- Por propiedad j A | r =| A |* \A\A 1 = odj( A} 

(22) Probar que l adj(Á " J = A)) H sí | A | * 0 

Solacen 


Como A 5 “ ——- adj'i A 1 

I A 1 


adii A i = 1 A | A 


adj{A 1 } = | A 1 | {A 1 J 1 = | A I " 1 (A " J r L = (| A | A" 1 T 1 = údj(A) 


por lo l amo adj { A 1 ) = ( adj{ A) ) 1 


(zí) Probar que: adj( A ™ } = (adj { A)| 

®WA fl )=ÍA n \{A n r } ^ |AT ÍA“ , ) fl = í| A M'V =(fldj(A)) ft 


.■ údjiA h \^UuijíA))' i 


(5) Probar que: udjikA) = k*~ l a${A) , fc e C. 

Solución 

arf/íJW)- |JW|'(ftAr l =A ffl U]* ‘ J A" 1 s=Jt B “ l | A| A H = k^ l aáj(A) 

■ (idj(kA) = k " ] a$(A) 

(2) Si | A [ i* 0, I a ¡ * O. Demostrar que adj<ABi = adjíB) adji.A) 


Solución 
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Eduardo Y. s.pin ozfl Retm os 


odjl ABj =\AE\{ \Bf' = | A |j B \ tí A 1 -Í¡B\B~ [ MIA! A'*\=miAB)nd/{A] 


aüj( AB) - adj< B l i 


(5) Pi L>har que: | ad] [,4 ) ¡ -1 A \' 






Saludó» 

í odfiA} | - || A|Á“' | = | A|"J yt" 1 ! .4 \ H \A\~ l =| 4 I*" 1 




por la propj edad dd ej ereieio 25] ¡ {M)( 4; \ - 1, A |' r * 1 

Prohar que: | cuiji kA) | = ik ,f Y' j A | r J 

Solución 

' '' ‘ . . * . • 

■ i 

I adj i LA ) j=| k n ~ l adj( A.) 1 por el ej crdcto «25 > 

- (A r ’ 1 Y 1 l adj i A) | “ ( k n 1 Y' | 4 T por el ejercicio (27) 

| adjikA) [= a H I JI | A r 1 
Probar que: | cjcijiA\ |s| A ,f 

Solución 

i 

| ádj{ A Jf ) ¡ = j (adj( A i ™) | par el ejercic ¡o (24 i 

-jí?4/(A)J” puesto que | A” — í! Al |™ _l 

-v |« 0 {iT)|=|A l, “ l r " 

Probar que: I adji adji Aj) |-| A 

Solución 


4 













Sabemos que: adj(adj[A)}~\tid)i >l)j(afjri Ali 1 -\A\' 1 (fíd/lAl) 1 por d ejercicio (24), 
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=| A | n 1 (t¡d}i A ')) por el ejercido 24. 

=hi’ _l iA'' lorYHAr 1 .|a|-' a=ui - 3 a 

ahora lomando el determinante, 

| aljiadMI |=|| A r 1 AI = (IA r 1 )* 1 AI =| A l"^'! .A | =| .A p^-l Al'"-"" 

|aJf(Oíf/(A))|=| A r"" 1 ' 

Hallar la matriz incógíúLa x de la ecuación. 

Sol MCián 


2 > 
l 3 


X = 


4 

2 


-6 

3 


Sí 


AX = B 
XA~B 


Sea A = 


2 5' 

I 3 


X = A" l B 
X = BA~ l 

A -,._Lp “ 5 

[A|L-I 2 



3 -5 

-I 2 


[ 


2 5 
1 3 


X = 


4 “6 

2 I 


X = 


G Ü 


4 -6 
2 1 




Hallar la inversa de la maim si existe. A = 

So hicldi i 

Calculando la matriz de co factores - 


2 2 2 

1 -1 0 

-1 2 1 



A n 

Aj j 



' M n 

-W l2 

5 

v*- 

■ 

CA = 

¿21 

A 22 


=. 


m 22 

“^23 


Ají 

A n 

A 13 


M 31 

-W 32 

Mu ¡ 


-1 1 

4 5 

3 3 


ó 

4 



r- 

•O 

1 

"4 - 6 ' 


12-10 -IB-5j \2 -23" 

/. X = 

'2 -23" 

1-1 2 
i_ _ 

2 1 

b - 


— 4 + 4 6+2 | ¡0 -5 


0 3 

— 
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Fdimrda Espinaba Ramos 


© 


calculando él |A| = 2\ !) + 2( 1 ] + 3{ 1} = -4 + 3 - -: 


Caledando la niutr u. adj m la. adj( A} = ( CA )' = 


-1 4 
-I 5 

I 


2 
3 

6 -4 


A->= 1 


‘-I 4 

3 ' 


J 1 

-4 

-3f 


V 

1 

1 

. J 

-1 5 

3 

— 

J 

-5 

-3 


1 -5 -3 

_ 1 -6 

-4 


-1 

6 

4 


-] ñ 4 


1-11 


Dada una matriz A de orden 4 x 4 . simétrica e in vertible. que cumple las siguientes 
condiciones; 


t) -4^)'= 5/ 


Hallar ! A + B siendo B = 


ii) lA^\Á\A=i-5A i ) f -3A'A s + \ 4 6A 1 \A 


0 J 1 I | 
10 11 

1 1 0 1 
1110 


Solución 


Aplicando la propiedad (JfcA;r r = JbV. / = A.A -1 
Como A es simétrica c invETtihte -u- \ - A 


Aí-Í = 5/ 
5 ’ ■ 


A 2 


= 5AA~ J 


A = 25A 


como 


-F |4| - ^ | A | = 25” [A” 1 | además | A ] = 


-i. I 


1-4 


" = é^ |A ‘ I| = ¿ |A| * W-\7\ - l-' 1 l := ^ 4 =* |A| = 625 


Cümo v4 5 - f A [ A = (-5A 4 Y 3A l A 4 + [ ifñA‘ \ A 

3A 5 -! A\A = -SA* -M 5 + ó | A ¡ A =* ÓA 4 = 7 j A | A - 5A 5 
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6.4 5 + 5 A 4 = 7 | A | X =* ó/T^.A + SAaA" =7|A|A 
6(251X251 )A + 5(251X251) = 7(625)A => 61A + 51 = 1 A 


4^57 = 


A -51 = 0 


A + £ = 


5 

0 

0 

n 










0 

5 

0 

0 










" 0 

0 

5 

0 










0 

0 

0 

5 










"5 

0 

n 

0~ 


0 

l 

1 

f 


'5 

1 1 

^ - 

0 

5 

u 

Ü 

+ 

1 

0 

1 

1 

mm 

I 

5 1 

1 

! 

0 

0 

5 

0 


1 

1 

0 

] 


1 

1 5 

0 

0 

0 

5 


1 

l 

1 

o_ 


_1 

1 1 

5 


¡ A + B * — 


5 

1 

] 

r 


i 

-19 

-3 



í 

-19 

-3 

-3' 

1 

5 

] 

i 


i 

5 

1 

1 


0 

24 

4 

4 

1 

1 

5 

i 


0 

-4 

4 

0 


0 

“4 

4 

0 

3 

S 

1 

5 


0 

— 4 

0 

4 


0 

-4 

0 

4 _ 




24 4 4 
-4 4 0 
-4 0 4 


= 24(16-Oj-4(16 + 0)4 4(0+ 16) = 384 + 64 + 64 = 512 


^3} Dada la malriz, adj{A) = 


4 — 8 4 

-7 9 «5 

-6 10 k 


y |Aj = 4. Hallar k y A 


Como A 1 = 


I 


r [! . 


|A| 


[A| 

1 |íbO'IA)| 


Solución 

I Al 

taíff(Aj|=|A|"*l 6 


4-8 4 

-7 9 -5 

-6 10 k 


-16 =t> 4(9k + 50) + 8(-7k - 30) + 4( 70 + 54( = 16 
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Editarlo Espin&za K&mas 



tic donde se tiene i -20k + 200 - 240 - 64 = 16 =* k = 6 

caletilando Ij matriz A, 

Como A ~ J =- — íu!s(A 1 lomando ía inversa se tiene: 

MI 

A=\A\{adfW) ' = 4íarf;M))"' (!) 



‘ 4 -8 4 


-4 -12 

-16 

Como adjíA) = 

-7 9 -5 

=> C(aííj(A)) = 

-8 0 

8 


-ñ 10 -6 

■ ■ 


_ 4 -8 

-2Ü 


Además | adj(A) | = 4( -4> - 8(-12) + 4(-16) = 16 


-4 -8 4 

-12 0 -8 
-16 B -20 

ahora reemplazando 1,2) en (1) se tiene; 


¡¡¡¡HAT 1 = 




4=|.4[(.w p ;(A» ! 



" -4 

-8 

4 ’ 


'I 

2 -l" 

-12 

0 

-8 

— 

3 

0 2 

-16 

3 

“20 


4 

-2 5 



2 

0 

-2 



Sea A una matriz simétrica no singular* sí se conoce que: 


Hallar la matriz: A. 


Splucinn 


odfiA) = - 

4 


x y z 
1 r s 
-I I q 

-1 1 


Se conoce que sí A es simétrica 
luego k - y = z = l y s - r - q - -1 


A ' 1 es simélriea. de donde adj( Aj es simétrica* 
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üdj(A) = 


Li 


i 

t 

-i 

-i 


l 9 

-1 J 
i 

-i i 



además se eonnee 


A 1 = atij{A) =* A=\A \{adj{A)) ■ 

I ¿I 

ahora cak-ulainos ídtf/M)) 3 medianil; í-iauss. 


1 

1 

i 

i 

i 

ü 

o n 


1 

l 

- 1 

i i 

0 

1 

0 0^/. 

-/l 

\ 

-2 

1 

-1 

0 

0 

L 0 — »■ fj 

-/l 

1 

-1 

-1 

\ 

0 

u 

0 1 — ► 

-/l 

1 

1 

I 

■\ ¡ 

1 

0 

0 0 


0 

n 

-2 

Ü 

-1 

1 

0 0-»/ 

Wj 

0 

-2 

0 

_ 2 

-I 

0 

1 0 


n 

-2 

-2 

0 

-1 

0 

0 i -* J 

u-h 

i 

1 

í 

1 

1 

0 

U 0 


o 

2 

_2 

2 

0 

1 

0 


0 

2 

0 

-2 

-1 

0 

1 0 -> 

fi+ft 

0 

0 

-2 

2 

ñ 

0 

-1 t 


1 

l 

! 

1 

r 

0 

0 0 


ü 

2 

„2 

7 

mm- 

[ 0 

1 

~1 0 


0 

0 

-2 

0 

í 

1 

0 0 


0 

0 

-2 

2 

I 0 

0 

-L 1 

U "/? 

1 

1 

] 

l 

1 

00 0 


0 

1 

_ 2 

£> 

0 


I -1 ¡J —* fj Ía 

0 

0 

-2 

0 


Ñ 0 0^-(i/2)/j 

0 

0 

U 

2 

1 


■1 -1 1 
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} l 
O 2 
O O 
O o 


I 1 

-2 O 
I O 

O 9 


16 0 0 

0 10 0 
0 0 10 
0 0 0 1 


10 0 0 

O I o o 


1 

-] 

1 

2 

I 


o 

2 

O 


o o 

O 

o o 

3 1 


fl-Í4 

h+2fi 


I 


] 


f\ ~h 


O 1 


0 -- 


1 

2 

1 

•i 


O Ü 


]_ 

2 


\_ 

o 


1 

2 


O - 


- O 


O 1 


O - 


O O 3 
0 0 0 


o 

1 




] 

'i 


o 


l 

7 


{adjiA))-' = 


3 


\_ 

2 

(3 -I I 
0 2 0 
I O O 

I _i _] 


1 

2 

¡j 

~l 

0 

I 


I 

*> 


A~ 


u 


/I f - I adj(A) ¡- — 


¿r 


i_!_ 

"ur 

iiii 

ii-i i 
i -i i -i 
1 -í ~l 6 


I I 

ahora reemplazamos [2} en í 1) se tiene: A - I—! 


m 


o -i i o 

O 2 O -] 

10 0 0 

I = ! -I 1 


... <3) 
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!aP=4 


[o 


1 

1 

0 

-2 

-2 

0 

-2 

¿E-< 

]+« |' 

- 2 ) 


'1 


i 


*-V{-D l45 (-2> 

4 a 


I 1 1 

n —2 -2 
0-2 0 


1 1 
0 -2 


\A\= 


4 

4 




reemplazando(4) en (1} se tiene: A*- —^ 


4 

s 


0 -11 o 
0 2 0-1 
10 0 0 
1 - 1-1 1 


Sea la matriz de orden 2x2. A = 
calcular Á ír ,fl€ N 


l O 
-1 l 


, Demostrar que A -2A-7 y 


Polución 


Primeramente demoítnunus A 2 = 2/t-J 


= 


[i i 

T 1 

0" 


' 1 O -1 

H 1 

1 i 

i 


-2 1_ 


r¡ o] r i o 


1 0" 

L-i ij [o i. 


-2 i_ 


2A-/=2 


de (1) y (2) se tiene A = 2A - 1 
A 3 = A 2 A ~ QA - f ) A = 2A 1 - A = 2(2 A -f)“A 

A ¡ =1Á-2I 
A 4 =4 A-!! 


m 


~.ih 


A* = «A — Su -l)/ 
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Luego Á n = «A ~(n - 3)/ - w 


t 0 
1 




1 0 
0 ] 



r tí oí 

i 

o 

" 


1 o" 

X II 


- 


= 


■ -i ' S 

V 1 J ■ 


-« ;í j 

0 tí-í_ 


-tí l 

L 


[M Sea A-la v ] donde a i} = ^ ^ ' "J ; y B = \b#\ <londc b. t = 

matrices de orden nxn, calcular BA' para n e N. 

Solución 


1 

-tí 


J Sí i = i 
0 -fi i ^ jf 


Las matrices A v B de orden n son: A = 


1 ■ 

o 

7 

O 

O 


0 2 0 ... 0 

II 

fifi 

# 

0 0 0 ... n 



I f? ¿r 

íí I ct 


£1 ü «Tí 


ademas A 


n _ 


I 0 0 

0 2 " 0 


0 

Ú 


BA” 




0 

0 0 


tí fl 

,1 


r 

1 

a 

a 

... tí 

"1 

0 

0 ... 

0' 


íj 

1 

a 

... a 

0 


0 ... 

0 


- 




■ 



* 


* 



- 

!■ 



- 





‘i 

r 



+ 


tí 

a 

0 

■ *. 1 

w4 

0 

0 

0 ... 

tí 



\ 

2 n tí 

ya 

... n n a 

a 

T~ x 

y a 

... tí' 

*0 

íi 

l'a 

1 H +1 

... fi' 

a ü 


2 r a Va .. 


n 


. rt+t 


Detemi inar la inv e rsa de 3 a mat n w A ~ 


2 J 4 
4 2 2 

-1 1 2 


0 

1 

A v 13 son 


... a 
... u 

I 

... I 


Solución 
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Calculando la criarri/ de cofactancs 


CA = 



-10 6 

8 -5 


-2 12 -8 


| A| = 2Q)+3i-IO) + 4í6)= 2 



’ 2 

i 

i -> 

i 

w 

_ i 

adj(A) = iCAY - 

-10 

8 

12 


6 

-5 -8 



2 

-2 

A 1 = r ^-íJ djt.A) 
]A\ 

1 

2 

i- 

a 1 
o 

A» 


-1 1 
5 4 

-3 1 

2 


1 

-6 

4 



1 1 
-4 -6 


Determina]' h inversa de la maLriz A = 


2 0 
4 -2 
8 2 


4 

6 

16 


si ex tete. 


S(iluL’ii)n 



A u 

A|j 

Ai 


' M u 

-W tI 

M ,3 


"-44 

~16 

24' 

CA = 


A 2l 

A 23 

■= 

-**t X 


-M, } 

— 

8 

0 

— 4 


.Ají 

A 11 

1 

tn 

*■*1 


. 

- 4Í 

fe 

u# 

1 


8 

4 

-4 


| A | - 2(-44) + 01.-16) + 4(24) - & 


udj(A) = (CAy 


-44 

-16 

24 


8 8 
0 4 

—4 -4 


































254 


Eduardo Espinosa Rumos 



A " 3 



—14 8 8 
-16 O 4 
24 - 4—4 



1 

1 

'i 

i 

7 




Hallar el rango de la matriz A 


1 2 3 

2 3 4 

% 

3 5 7 


Snlurikin 


tv> 

W 

_i 

/i - 2/, 

'I 2 3 ' 


12 3 

2 3 4 


0 -3 -2 


0 -1 -2 

o* 

u, 

—J 

1_ 

h -3/, 

0 -1 -2 

fi “ / 3 

0 0 0 


con i‘L> 


1 

0 


2 

“1 


= - 1*0 


ríA) = 2 





Hallar el r inga de la machi: 




A = 


2 1 
2 0 
3 -I 


4 

-I 

0 



Sdodú» 




Poniendo la matriz escalonada. 
























Matrices ? Determinante $ 


2 14 5 

2 0-12 

3 “1 U -I 


2 0-12 

2 15 3 

3 -10-1 -» 

2 0 -1 2 

0 16 1 

0 -1 -1 4 

-> fi~f$ 

h + fi 

¡ i 0 1 

0 i 3 10 

10 5 5 

i 

< 

■ T 

¡10 1 

0 I 3 10 

0-124 

“*■ /j + f2 

1 3 0 1 

0 1 3 10 

0 0 5 23 



corno el determinante do una sub matriz J 


I t 0 
0 1 3 
0 0 5 


= 5*0 


r(A) = 3 



Determinar el rango de la matriz. 


A = 


2 

4 

6 


3 4 
6 8 
9 12 


Suluririn 
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1 

2 

3 

4 



2 

4 

6 

S 

-* h 

- 2 /. 

3 

6 

9 

12 

-* f\ m 

- 3/* 

l 

7 

!*T 

3 

4 



0 

0 

0 

0 



0 

0 

0 

Ü 




Tomando 3 a sub inatriü de orden 1. se Licué |H = 1 * 0 entonces ríA 1 =1 


Puesto que los determinantes de la sub iiialm de orden 2 es cero. 


^2) I fal lar e1 rango de la matri z. 


A = 


X 5 k -1 
21 X 10X 
-X -2a -3?. 


Snlorinn 


A 

$x 

-X 



2X 

X 

10X 

- A 

-2/l 

-X 

-IX 

-3X 

-* h 

+ /| 

X 

5X 

-X 

1 


0 

-91 

12X 

-» /j 

+3/3 

Q 

3X 

-4X 



X 

5 X - 

-X 



0 

0 

0 



0 

3 ?. - 

4?. 



X 

5 ?. 

-X 



0 

3X - 

4X 




consideremos la sub matriz 


k 5k 
0 3A 


si 


rx sx 

0 3 k 


) 


*0 


rx sxi 
lo IX 


rt A] - 2 


= 3>X 2 + 0 * 0 s V X * 0 y para X - 0 el rango r( A) - 0 
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Calcular el determinante de la matriz: 


As 


1 + Ü I 

1 I =-ü 

1 1 

1 ] 


3 1 

1 1 

1. + & L 

i \~b 


Si iludan 








© 


1 + fl I 

1 !-ti 

1 1 


I 

1 

l+b 


-* h’h 

A“/j 


a o O 
1 I - a I 
O O b 



1 


1 

\ 

i-b 




L 1 

l 

* 







m 







~ 

a 

a 

0 

0 



1 

l 

U 


0 ' 



o 

-a 

0 

h 

- 


0 

- a 

0 


t> 





~ ah 








0 

0 

b 

b 


0 

0 

1 


1 



3 

1 

[ 

1- 

b 


1 

1 

1 

1 

-b 

—^ 


1 

1 

0 

0 " 





"1 

1 

0 

0' 


0 

-a 

0 

b 





0 


0 

h 

= nh 






-ah 






0 

0 

í 

1 





0 

0 

l 

1 


0 

0 

1 1 

-b 

- 


h 


0 

Q 

0 

-b 


O 
1 
b 

I I -b 


fi j 


=tíUm^iyM-bi=ú'b 1 


Calcular la deremnnanlE de urden n, 


O I I 

1 O I 
I 3 O 


1 l l .... O 


Sultidúji 


A k primera fila Se sumamos ludas las demás filas 
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ü 

] 

I 

... r 


JI-] 

n-l 

Pf-J 

... n-l 

1 

0 

1 

... i 


1 

0 

1 

1 

1 

I 

0 

i 

* 


1 

1 

0 

l 

■ 



• 


■ 



* 

* 



* 


■ 



. 

3 

1 

1 

... 0 


t 

I 

1 

... 0 


"l 1 I 1 


"i 1 1 ... 1 

1 0 1 ... 1 

"* fl ~ f\ 

0-1 0 ... 0 

1 1 0 ... 1 

fy~ f\ 

0 0 -1 ... 0 

F ■■ 

■ 

- Ui — 1» 

® ■» 

■ 

• g- 

*■ m 

I I 1 ... 0 

-* fn~ fl 

0 0 0 ... -!j 


= (n - IKlH-OC-1).. (-11 =H>"" : '(«-I) 



Calcular el deicraiiamile de orden n. 


0 1 1 I ... I 

1 0 x x ... x 

3 x 0 .r ... jr 


1 jr x x ... 0 

Solución 

Operaciones a eleciuarse se líeme; 


^ • ra - ^ ll ^ multiplica por x y &e divide por x y a ta 1 ra. columna se riiLiltÉp]itra por \ y 
se divide por x. 


"0 1 1 d ... 1 


0 x X x ... 

1 0 x x ... x 


x U a .x .« x 

1 x 0 e ... * 

* 

Ir* 

I H 

II 

x x 0 x ... jr 

i- 

M- 

H 

U 


x x x x ... 0 




sacando x de cada fila 
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0 111 ... 

1 0 1 I 



A" 


n i ... 


i 

i 

i 




l \ 1 l ... 0 

'0311 

] Ü Jf JT 
\ A 0 A 


esto resulta dd ejercicio (45}, por lo tanto . 


I 

x 


x 





l x x x ... 0 
L 


Calcular ’ia determinante. 


Oí 

<cr + l} 3 

(a + Ty 

(ct + 3)’ 

0- 

0*\)- 

tP + 2) 2 

0+1 r 

1 

r 

(r+ü 1 

(y+2)* 

(y+y>- 

$ 2 

(5 + 1)- 

iS + 1) 1 

(5+3)- 


Solución 


Cf 

(« + !)“ 

la + 2) : 

<ff+3) 3 



UT+ir 

2rt + 3 

4cr+8 

0 2 


lfl + 2) 3 

<0 + 3) : 



(0 + t) 2 

20 + 3 

40 + 8 

r' 

iy + rr 

(r+2r 

(r+3> 3 


r 1 

(v+l) 2 

2y + 3 

4y+8 

; 

(¿s + ir 

(í + 2) 3 

(5 + 3V 


s 2 

(ó’rl.1 2 

25+3 

45 + 8 


T t t T 



C 4 -ÍJ 


c 3 - 

- c i 



-2c, 

a 

2or + 1 

2tí +3 

2 


tx 

2cr + l 

2 2 


20 + 1 

20 + 3 

2 


& 2 

20+1 

2 2 

T 

2 7 + 1 

2y + 3 

2 


y 5 

2/ + I 

2 2 

5 2 

25 + i 

25 4 3 

2 



25 + 1 

2 2 


t 
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* 

* 


por lo lanto: 


Dímostrar que: 


ce 

(cr 

+ í) : (a 

+ 2) 2 

(ff+J) 1 



fl 2 


+n 3 (0 

+ 2)" 

(ff + ir 

= 0 


r 

(y 

+1) : (y 

+ 2> 2 

tY+yf 



s 2 

(5 

*ir iS 

+ 2} 2 

(&+ 3) 5 



T 

a 

o 

1 beá 



a 

übed 

b 1 

h 

1 sed 

1 

fr 3 b 2 

b 

übed 

c 2 

c 

li abd 

abe 

c 3 c* 2 

c 

úbed 

d 1 

á 

l abe 


íí 3 rf 2 

d 

abt'd 


Solución 


La-* operaciones e realizarse s,c tiene: 


A la Ira, fila multiplicamos; dividimos por a. 

A la 2da. fila multiplicamos y dividimos por b. 

A la 3ra illa multiplicamos y dividimos por o, 
A \n 4la. Illa multiplicamos y di vid amos por d. 


2 

flf 

a 

1 

hed 


<r’ 

a 1 

a 

ahed 


a 3 

9 

¿r 

ti i 


i 

ñ 

<r 

o 

1 

b 2 

b 

1 

sed 

l 

b s 

£ 

h 

ahed 

a he el 


ir 

h i 



ir 

h 

] 

y 

tr 

c 

1 

abd 

ahed 

c* 


c 

abed 

abed 

c 

y 

(f 

e í 



i 

C~ 

c 

1 

d 2 

d 

I 

tibe 


dr 

d 2 

á 

ahed 


d % 

d 1 

d 1 


d* 

d- 

d 

1 


y 

gT 

a 

í 

hed 


<r 

y 

ú 

a 

1 

h 2 

b 

1 

acd 


y 

b 2 

b 

1 

e 2 

c 

1 

abd 


e l 

i 

c 

c 

1 

d~ 

d 

1 

tibe 


d* 

d 2 

d 

1 
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tí — b a tt n 

ü U ±h i-J tí 
tí a a-^h a ... 


Demostrar que: 


£1 

ü 


tí 


= h n 1 I mt + b ) 


úl íl tí tí tí + & 

Solución 


Sumado a lia ira. cta Lumia todafí. las demás c o turma 1 ;, 


G+h 


a 

0 

£1 


tía + b 

tí 

tí 

■ ■* 

tí 


a 

<1 + 0 

tí 

£1 


na + b 

tí + b 

tí. 

, HT 



a 


a 

■tí+Ó 

tí 


mi + b 

tí 

tí + f? 


a 


- 


■ 


+ 

= 

- 

- 

* 


* 


m 


■ 

• 

¥ 


* • 

■ 

■ 


■ 


■ 


-r 

♦ 

- 


■ 


- 


■ 


a 


tí 

tí f<l 

íl +h 


pííj + b 

Ü 

el 

TTÍ 

tí 




1 

tí tí 

tí 




1 

tí 

a 



t 

a+b tí 

£ 

i 

-> h 

“/. 


n 

fc 

0 



i 

tí tí^Ó 

i 

i 

/j 



Ü 

Ú 

A 

— (na +¿) 

. 

♦ * 


* 



Liití +/í> 

- 


* 



1 

tí tí 

... íj + b 

-+ /n 

-/, 


0 

r 

0 

T 

0 

' >i na + ó][1}£//.h/>>,.,(/í] — b 

n 1 (iití + b ] 








‘ J| 

- 1 i'-ere.í 









* 

ei + b 

tí tí 

• ■ ■ 

tí 





* 
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x+ \ 

X 

V 

X 

X 

X + V 

X 

X 

X 

X 

x + y 

X 

X 

X 

X 

*4 V 


. ■' ' s3 !. ■ ' k Ui r 


Sulmiim 

m: ak>.\í> .3 h I ra. columna las demás» Hihimntrc 


= yl 4x4 y) 


1 + 1 

X X 

X 


4x 4- v 

X 

X 

x 

A 

x+y x 

X 


4*^- y 

x+y 

X 

X 

X 

x x + y 

X 


4jc+ y 

X 

x 4 y 

X 

X 

-V x 

x + y 


4.r4 y 

X 

X 

X 4 y : 


- (4.* + y) 


1 

X .1 

X 




I 

X 

X 

X 

1 

a 4 y x 

X 




• 0 

Y 

0 

0 

1 




= (4a- r y) 

_ 

X X+y 

X 

—? 

h~ fi 

0 

0 

y 

0 

í 

X X 

x 4 y 

-4 

Ja 


0 

0 

0 

y 


1 4 v + v lí ])(v K v )(y }= y 4 4x + y) 


t 4 v 
i 

x 

i 


r 

A' + V 
X 
X 


X 

X 

x 4 v 


X 

X 

r 


= v'(4r+ y) 


i - , mirar t|ur: 



-v x+y 


a 1 

3*r 3 

3<t 

I 

■« 

it“ 

> -i 

a 4 2a 

2í?4l 

1 

a 

2a + i 

n + 2 

1 

1 

3 

3 

I 




SnUidrin 


i 

t¡ 

3« 2 

3rt 

1 


eí ? - 3o" -3 ¡j- 1 

3dí 

3o 

1 

■ 

i'f 

2 ■% 

u 2 o 

2 ti + 3 

1 


0 

o — 2ü 

2 o+ ] 

1 

ti 

2 íl 4 1 

¡74 2 

l 


0 

2 c 1 4 1 

*742 

! 

1 

3 

3 

t ¡ 


0 

3 

3 

I 


T 


í -f : +r 3 -c. 
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írt-l) 3 

3ti 2 

3+r 

1 





ü 

íj‘t2íi 

2a + [ 

1 


a 1 + 2u 

2tf+l 

1 

0 

2«+l 

a + 2 

1 

= ia-lf 

2a +1 

d+2 

1 

0 

3 

3 

1 


3 

3 

1 


t 

c, - 2c 2 +3c. 



ü* : - 2¿r +1 

2a+1 

1 

= (a-l) 3 

0 

a + 2 

1 


Ü 

3 

1 


= (a —1,1" {lj — Lj 2 


I 2a + i I 
O ít + 2 I 
O 3 I 


í i5 

£í + 2 

1 

= [a- 1.1 

3 

1 


= la-II*ia + 2-3) = (a -I) 3 (¿t -1) - (a -1) € 




3íT 




I 


pr" ¿r +2 íi 2a +1 II 
a 2a +1 >tí+2 ! 
13 3 1 


= tü — 1) * 


Si S„ representa la suma de los n primeros números. Hallar el valor del siguiente 
deienrij nance. 


■5] J-t 'M 

*1 *3 *2 

S 1 S 1 J 3 


h 

in 


h h 

i, $2 


$ 2 


$ n 1 


S l>l tlClUIl 
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A las illas Jdo. r le resto la ta Isla, a la 3ra. le restaría l,¡ 2da. Y llm" sucesivamer.ío y 
ádéraás ^ tiene' 5, = I , i- = 1 -k 2 = 3. j, «1+2+3 = 6. s ti - ^ + ^ 


*1 

J i 

*1 


S| 










s L 



... 5,, 

h 

h 

ft 

«■ s 5 

s 2 




■r 

a 


0 

J 2“S| 

■T 3 “S] 

... íi - Sj 

... .íj S j 

s \ 

* 

*1 

J 3 

f ■ B lí TJ 

h 


0 

0 

¿y - ¿y 






— 

* 




• 






♦ 




si 

s i 

X 2 

h 

*1 

■■■ J ™-L 

í. 


0 

Ü 

Ü 

J «i — Sfi—1 


1 ! 1 ... I 

O 2 I ... 1 

O O 3 ... 1 


O O o 


tt 


= I 2.3.4,..n = n! 


Resolver la ecuación; 


3 3 1 

1 1-jr 1 

I 1 Ix 


I I ... (/r — 1} - x 

Sulücion 


= 0 


|A| = n! 


11 1 ... 1 

i 1 -jc 1 ... 1 

fi~S\ 

1 1 I ... 1 

i 

0 —X U 0 

1 1 2-x ... 1 

-* h-h 

0 0 I-a ... 0 

11 1 

i 

>■ 

i 

ti 

■ ■ ■ 4 

■ P . ■ n 

ü Ü U ... i>-2 )~a 
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- 11K i - t).. 1 1 n - 2 ) - vj = o 
*■-.- v - 

{ii—IJ factores 


de donde x } - 0. r ; =1, t ? = 2. r„_, =»-2 



Resolver la ecuación. 


"l 


ll a a a. 

“r, 


¡J. + flj — x 

í-l l *■ + 


a l 


¿1 Tj " 4 " ¿í ■% A a a m 

ü n 

6 

4- 

1 

h 


= 0 


ÍI| í*2 % 

■Solución 





a l 

fli ni 

«i, 


£1, + ” x 

Él: ni 

ü rt 


e 2 

a 

tíf-^ ▼tí! “Jr ... 


D 

+ 




h -/i 

A-/i 




«i 




"i 

o 


o- 


■£!' 




4Ü 


/« /l 


iTi - X O 


Ü 


tU -Jt 


lll 

O 

o 




¿r, i>j -.rK£i_ - - .í) = O 


íi-1 factores 


O O O 
por lo tanto x- = ¿T| + x, = h> , ... , x ff ,| = tr^i 

^55) Hallar la inversa de la matriü A. si existe^ siendo; A - 


1 3 

-5 

7 

-2 -.1 

12 

-17 

1 5 

0 

3 

1 3 

-4 

10 
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Sul lición 


1 


3 

-5 

7 

1 

0 Ü 

0 


2 

-5 

12 

-jl 

j o 

1 Ü 

C.I —► /, + 

5 


5 

0 

3 

0 

0 1 

u / , - 

l 


3 

-4 

ID 

0 

0 O 

i -> /*“ 

1 

3 


7 


1 

0 0 

0 

ü 

1 

2 

-3 


2 

3 0 

0 

0 

2 

5 

— 4 


-1 

0 1 

0 -» A-2 

0 

0 

1 

3 


-I 

0 0 

1 

i 

3 

S 

7 


| 

1 

0 0 

0 

0 

! 

2 

“3 


2 

1 0 

0 

0 

0 

1 

2 


-5 

-2 1 

0 

0 

0 

1 

3 


-1 

0 0 


! 

3 

-5 

7 


1 

0 0 

0 — ► jTj — 

0 

1 

2 

-3 


2 

1 0 

0 — * /"•> + 

0 

0 

1 

2 


-5 

-2 1 

° A “ 

0 

0 

0 

1 


4 

2 -1 

i 

1 

3 

-5 

0 


-27 

-14 

7 -7 -> 

0 

3 

2 

0 


14 

7 

3 3 -> 

0 

0 

1 

0 


-13 

—6 

3 -2 

0 

0 

0 

l 


4 

T 

'lar 

= 1 ] 

1 

3 

0 

0 


-02 

-44 

22 -17 -4 

0 

1 

0 

0 


40 

19 

_9 7 

Q 

0 

1 

0 


-13 

-ó 

3 -2 

0 

0 

0 

! 


4 

2 

-1 I 

1 

0 

0 

0 


-212 

—101 

49 -38 

0 

I 

D 

0 


40 

19 

-9 7 

0 

0 

1 

0 


-13 

-6 

3 -2 

0 

0 

0 

1 


4 

2 

-1 1 


Sumara / 3 dos veces /, 
Restara /, una vez _/ 
Restar a / 4 urna vez /, 


Restar j f A dtis veces j 2 


* i Restar a f A una * ez / 5 


/a-2A 


/i — ^/a 
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por lu tati to 


-212 

-101 

40 

19 

- 13 

-6 

4 

2 


49 

-9 7 

1 -2 

-1 I 




Hallar la inversa de la matríü A H ai caíste, siendo; 


Solución 


1 2 3 4 
1 4 6 a 
I 4 1 9 
3 3 5 7 


l 

2 

3 

4 

i 

0 0 

0 




L 

4 

6 

S 

0 

1 0 

0 

-4 

/ 2 

-/l 

1 

4 

7 

9 

r 

ü \ 

0 

-> 

/i 

-/i 

1 

3 

5 

7 

L 

ü 0 

1 


/l 

“/i 

! 

2 

3 

4 

l 

0 

o 

o 




0 

2 

3 

4 

-1 

1 

0 0 

—► 

fl 


Ü 

2 

4 

5 

-1 

n 

1 0 

—► 

fl 

-2/ 4 

0 

1 

2 

3 


u 

0 1 




1 

2 

3 

4 

1 

0 

0 0 

— £ 

fl 

+ 4/l 

0 

l 

1 

1 

0 

i 

0 -1 


fl + h 

0 

0 

0 

"1 

1 

0 

l -2 




0 

1 

2 

3 

-l 

0 

0 1 

-í 

1 4 

-/j 

t 

2 

3 

0 

5 

Q 

4 -& 



* ■ 

f! 

i 

[ 

0 

1 

1 

1 -3 




0 

U 

ü 

-1 

1 

0 

1 -2 


A 

+/* 

0 

0 

1 

2 

-1 

-3 

0 2 




1 

*. 

3 

0 

5 

0 

4 -£ 

—► 

/i 

- 3/2 

0 

1 

i 

0 

1 

1 

1 -3 




0 

1 

1 

0 

1 o 

-1 

1 0 




0 

0 

1 

2 

“1 

-I 

0 2 

-r 

/i 

-/ 3 
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1 

-1 

0 

0 

2 

-3 

1 

1 

0 

1 

i 

0 

] 

1 

1 

^3 

0 

0 

*> 

1 

1 

D 

-1 

1 

0 

0 

Ü 

0 

1 

-1 

0 

-1 

2 

I 

-i 

0 

0 

2 

-3 

1 

1 

0 

1 

1 

Ü 

1 

1 

1 

-3 

0 

o 

1 

0 

! 

“1 

2 

“2 

0 

0 

0 

1 

-1 

Q 

-1 

2 

1 

“1 

ü 

0 

2 

-3 

i 

1 

0 

1 

0 

0 

Ü 

2 


-1 

0 

0 

1 

0 

1 

-1 

2 

“2 

0 

0 

0 

f 

-i 

0 

-] 

2 

1 

0 

0 

O 

2 

-1 

0 

0 

0 

í 

0 

0 

0 

2 

-1 

=-1 

0 

0 

1 

0 

1 

= 1 

2 

-2 

0 

0 

0 

1 

-1 

0 

-1 

2 


/? “■ /a 


fi-f .i 


/s + /j 


Por lo tanto ; 



2 -i 0 0 

0 2 -1 -I 

1 2 -2 
-1 0 -1 2 


Hallar la micrii inversa de A. si existe, siendo; 


* 

ftnluiL'iñn 


A = 


1 1 

2 3 
o -i 
-1 o 



(1 -1 
“i o 
2 * 
4 -1 

-1 0 



1 

- 2 
O 
1 


1 

2 

0 

-l 

2 

1 

Ü 

0 

0 

0 


2 

3 

-1 

0 

1 

O 

1 

0 

0 

0 

-* fi - 

0 

-l 

2 

4 

-2 

0 

0 

1 

0 

0 


-1 

0 

4 

-1 

0 

0 

0 

O 

1 

0 

/i + /i 

1 

2 

-1 

O 

1 

0 

0 

0 

O 

1 

”* /i ” /l 
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1 

2 

0 

-1 

2 

O 

O 

o 

o 

u 

“1 

-i 

2 

-3 ! 

-21000 

0 

-1 

2 

4 

-2 

0 0 10 0 —)• /j -/j 

0 

2 

4 

_ 2 

2 | 

l 0 0 1 0 —fr / 4 + 2/j 

0 

0 

-1 

1 

-] 

-I 0 0 0 1 

1 

2 

0 

-1 

2 

i godo 

0 


-1 

% 

-3 

-2 l 00 0 

0 

0 

3 

2 

i ! 

2 -1 l 0 0 /,-/< 

0 

n 

1 

2 

-4 

- 3 2 0 10 

0 

0 

-i 

1 


-1 0 0 0 1 

1 

2 

0 

-1 

7 

1 0 0 0 0 

0 

-I 

-I 

1 

-3 

-2 10 0 0 

0 

0 

1 

0 

5 

5 -3 1 -1 0 

o 

0 

2 

2 


-3 2 0 1 0-* h-lfa 

0 

0 

-1 

1 

-I 

-1 0 0 0 1 -3- /s+/j 

1 

2 

0 

-I 

l 

1 0 0 0 0 7 

0 

-] 

-1 

1 

-3 

-21000 

0 

0 

1 

0 

5 

5 -3 1 -i 0 

E 

0 

0 

0 

2 

— 14 

í -13 fi -2 3 0 -» / 4 - 

0 

0 

0 

\ 

4 

4-31-11 

1 

2 

0 

—1 

2 

.. 

o 

o 

o 

o 

0 

-1 

-1 

2 


i - 2 I 0 0 0 

0 

0 

I 

0 

5 

5 -3 1 -1 0 

0 

0 

n 

1 

“IB 

-\i n -3 4 -i 

0 

0 

Ü 

I 

4 

4 -3 1 -1 1 -* U- 

1 

2 

0 

-1 


] 0 0 0 0 

0 

-1 

-1 

2 

-3 

- 2 ¡ 0 0 0 

n 

0 

i 

0 

5 

5 -3 1 '1 ü 

0 

0 

0 

[ 

-13 

! -|7 11 -3 4 -1 
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1 

2 


n 

-1 

2 ' 

1 

0 

0 

0 

0 

-5- 

/i - 2.r 5 

0 



0 

2 

'3 

-2 

1 

0 

0 

0 

—>■ 


0 

0 


i 

0 

5 

5 

“3 

1 

“I 

0 

—> 

h -5 /, 

0 

0 


0 

I 

-18 

-17 

-11 

— 

4 

-1 

— > 

A + iS/s 

o 

0 


0 

0 


j 24 

14 

4 

5 

2 









22 

22 

22 

22 

22 









20 

28 

8 

10 

4 


Ji+A 







22 

22 

~22 

22 

12 

—+ 

I 

t 


0 


0 

19 

20 

3 2 

¡5 

6 



0 

-[ 


0 

2 

0 

22 

22 

22 

22 

22 


A“2A 

ó 

0 


1 

0 

0 

5 

4 

2 

3 

IG 



0 

0 


0 

I 

0 

22 

4 

22 

IG 

22 

6 

22 

22 



0 


0 

1 

2 

14 



0 


0 

22 

22 

22 

22 

22 









21 

[4 

J 4 

5 

2 









22 

22 

22 

22 

22 









16 

18 

2 

8 

10 









22 

22 

22 

22 

22 



1 

7 


0 

0 

0 

n 

0 

0 

11 

22 


A+A 

0 

-i 


-3 

0 

0 

22 

22 

22 


0 

0 


1 

G 

0 

J5_ 

4 

2_ 

J_ 

JO 




0 


0 

1 


22 

22 

22 

22 

22 



0 


0 

10 



0 

0 


0 

0 

1 

4 

ó 

2 

14 




22 

22 

22 

22 

22 









21 

14 

4 

5 

2 









22 

22 

22 

22 

22 









16 

26 

2 

8 

54 









22 

22 

22 

22 

22 



1 

0 

0 

0 

0 


16 

4 

2 

J_ 

30 



0 

1 

0 

0 

0 


22 

22 

22 

22 

22 



ü 

0 

1 

0 

0 


J¡_ 

4 

2 

3 

10 



0 

0 

0 

1 

0 


22 

4 

22 

10 

22 

22 

22 

14 




6 

2 



Q 

0 

0 

0 

1 


22 

22 

22 

22 

22 









21 

14 

6 

5 

2 









22 

22 

22 

22 

22 
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Luego A = 


Ib 

26 

2 

8 

54 

22 

71 

«*■ •ér* 

22 

22 

22 

_ 16 


7 

ir 

8 

22 

~22 

*77 

.i.' — 

22 

77 

22 

5 


2 

3 

JO 

22 

22 

22 

22 

~ 22 

4 

10 

6 

7 

14 

22 

22 

22 

~ 22 

22 

-7 t 

4* 1 

-14 

4 

5 

2 

22 

¿.X 

22 

Tí 

Xt- 

71 


Haliar ¡a iruitri/ X de tu ivuatióit BXA = C. donde C = adj(E i. B = adjíAl y 


A = 


— 12 1 2 
12 4 ] 

2 0-13 

3 2-10 


Solución 


Se sabe que ti - <?<ím .4) =¡ A j A 1 , A es una matriz cuadrado de orden 4, 
C = adj<B) -| B | fl' 1 =|| A | A~ l | (j A 1 A -3 f 1 
=Ml 4 íA" 1 HA| 1 (A 3 ) H =\A\ 2 A =* C =1AI 2 A 
üujijq BXA = C =s | .4 I A -I XA=| A j" A =* A’ l XA=\A\A =»X = |A|A 

i 

calculando el determinante de A, 


|A| = 


-12 12 


-12 12 

12 4 1 

_ —^ /;+/i 

0 4 5 3 

2 0 -i 3 


0 4 17 

3 2 -J 0 

-> /4+3/S 

0 8 2 6 




4 5 

3 



4 

5 J 

4 1 

7 


f,-f, =- 

0 

-4 4; 

8 2 

6 

-j- 

A-2/, 

0 

-8 0 : 
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fidunrtfo l-¡pinaza Rumo* 


< -D tT3 (4) 


4 4 

-8 O 


= - 4(0 + 32 ) - -128 


3f=UU = -32S 


“! 

2 1 

T " 


128 

156 

-128 -256" 

i 

2 4 

I 


—128 

-256 

-512 

-128 

2 

0 -1 

3 


“ 256 

0 

328 

-384 

3 

2 -I 

0 


-384 

-256 

128 

0 


0 Hallar d valor de x para que el rango de la matriz A - 


1 

X 

X 

X 

X 

1 

X 

X 

X 

X 

1 

X 

X 

X 

X 

1 


. sea, menor que 4. 


Solución 


Como la matriz A es de orden, 4, sabemos que 3 A’ 3 si y solo si I A | * Ü -> A es no 
>in guiar y por lo tanto r(A] es igual al orden de 2a matriz 4. 

Si n. A) < 4 {orden de la matriz) =? |A| = 0 


Ml = 


! .v 

X 

X X 

x x 


= {3.v + J] 


X 

X 

fi + h + h + h 

3j + j 

3x+ 3 

3x+l 

3x4 

X 

X 




jr 


1 

X 

A 

1 

X 



= 

X 


,r 

l 

X 

X 

1 




X 


X 

X 

1 

1 

3 

1 

1 



] 

■ 

1 

I 

3 

X 

] 

X 

Jt 

-* 4Wi _ 

0 

1 -x 

0 

0 

X 

X 

1 

A 


0 

0 

\-x 

0 

A 

A 

X 

1 

-* 4 - xf t 

0 

0 

0 

I — X 


= (3x + 3 >E. 1 — x'l( 1 - x)Ü -x) = 0 -sí- x = I, x = — 


1 


Luego f A | = 0 x = I . x - 
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(óJ) En h mairi¿ A-[^J de «rden n. donde n ¡} = 
tener n para que el rango de A sea igual a su orden ’ 

Solución 


i xi 
n-] si 


í * J 

í-j 


■Qué valor deív 


Definiendo la matriz A ■* tiene: A - 


fl _ l I l 

t n-1 1 

I 1 H-I 


1 i I 


ft — l 


¡jara ríA) - n =» |A| * 0. luejgo ealciilamdo el deicmimante, sumamos tudas las filas a la 
Ira. v luego sacamos Iactor ccnntiri. 


l A|* 


= 2fci -í) 


■1 

1 

1 ... 

1 


2(xr — 1) 

2ÍH-1) 

Tin -V) 

... 2(n —1) | 



xi — 1 

1 ... 

1 


1 

rt - I 

1 

1 



1 

n —I ... 

1 


1 

1 

l 

l 



► 

■ 

* 

=■ 

■ 

■ 

r 

■ 



- 

• 

■ ! 


* 

■ 

a 

“ 



a 

■ 



* 

* 

■J 

* 



I 

I ... 

n-\ 


1 

1 

1 

1 


1 

1 

1 ... 

I 




i 1 

1 ... 

I 

1 

n-1 

1 ... 

1 

~ h -/i 


0 n - 

2 0 ... 

0 

1 

1 

n-I ... 

! 

~ > h ~ f\ 


0 0 

n—2 ... 

0 

ir 


a 

. 




t • 

■ 

■ 

-P 

a 

4 

+ 




r * 

* 

4 

f- 

4 






1 ■ 

- 

■ 

1 

1 

1 ii í 

XI -i 

fn ~ /l 


rj ü 

0 

n-2 


= 2{n-IXlX«’-2X«“2M«-2>-2t/i-ÍÍ(n-2j' T 1 *0 « r\*\, n*2 

# 

^ | j\ }í 6 0 => n * 1 . n *■ 2 (n > 3). 


Luego nAj-n 
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2JS. EJERCICIOS PROPUESTOS.- 


© Escribir explícitamente te* siguientes matrices. 


© 


© 






al 

A-lGifhw- - donde 

a 

ii 

+' 

U i 

b) 

A =Kr llrt * 

c) 

4 - W • donde 

a,; = max{i „ /I 

d} 

A =K I|<1* 


Medíanle te igualdad de matrices. Ha Eter las. incógnitas, 
a> 


2x +■ y 
2r-3v 


4 ' 

[x- v +■ v 

b| 


3 O' 

— 4 

[x+y w-2v 


4 3j 


el 


3v 


2w (h-' + K 3 
Dadas las siguientes matrices: 

i) 

a) Calcular Ai B 



4 lól 


fj = 2 0 


4 

vi + 2 

= 

1 9} 

di 





1 V +1 


l-z 

0 



1 

3 


0 

-f 


' 3 

2 

4 

2 


r-2 

6 -1 

8 ' 

A- 

2 



3 

4 

ti) 4 = 

5 

1 

0 

1 


0 

2 2 

-3 


0 

2 


1 

1 


-3 

0 

3 

3 


4 

-1 R 

4 


ti) Calcular ,4'. B*. (A±B) 


) 

Sf Í J y ' 

- 

— Jf 

ñ ” 

4- 

4 

j- y 


[j »J 


_“1 

Zw 


— Z — pp 

3 


Hallar x + > + z + w Rpta, 4 


(^) Consideremos Las matrices siguientes: ,4 - 


2 -L 

4 


s 

o 

n t 

-1 

• = 

1 -1 5 

1 3 

2 


_Ü 1 2 


Calcular: a) A + n 


hj 3A - 2B 


c) AR 


ñ) BA 


Sí 4 = 


1 2 2 

2 i 2 
2 2 3 


Demuestre que A 3 - 4A-5/ - 0 
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© 


|}a<la la man07. D = 


5 8 4 
3 2 5 
7 6 O 


halle una matriz E tal que D + E de la. matriz (tiritaría. 


^8) Hallar una matriz C lil que A + B - C - O donde 



~2 

44 


-6 

-4' 

A - 

6 

83 

y fi — 

2 

-12 


JO 

12 


a 

6 

J 


Rpta. E 


-4 

-8 

-4 

-3 

-1 

= 5 

-7 

-6 

1 


Rpla, C = 


-4 O 
4 -4 

13 13 


© 


Considétetrias las matrices siguientes: A - 


1 

2 


2 

-r 


' 4 

f 

3 

4 

. B = 

3 

-2 

. c = 

11 

0 

5 

6 


0 

—- 

1 _ 


-2 

4 




Calcular: 

a) 

A + B 


b) 

Í2 

-T 


~ , 

l" 

S( aJ 2 

3 


2 

4 , 


c} (A + B) + C 


Hallar A 1 +B y H 1 - A 


di (A - Bl +■ C 


Con sitie remos dos matrices: A - 


3 

2 

-4 

0 

S* 


2 

1 

-5 

-1 

4 

4 

1 

3 

1 

6 

. n = 

4 

1 

3 

3 

6 

5 

0 

-1 

4 

4 


4 

- 1 

-2 

3 

3 

2 

3 

0 

2 

I 


1 

«_ 

2 

- 2 

1 

0 


Hallar 


a) A + B 


bi A - B 


c) B - A 


Dadas las mainm A = 


1 -3 

2 5 


y 0 = 


4 -1 
2 6 


, hallar X en: £ A - B) 1 + X = 2iB' + A) 


Rpta. X = 


12 

21 - 6 
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27ñ 




’ 1 5 -3" 


l - 4 2 

Dadas las matrices A - 

3 0 6 

■< 

ta 

ii 

[ 

Cd 

1 

US- 


-2 1 2 


1 

LM 

M 

1_ 


Hallar X de la ecuación 


CA + fl + Xi' =2(A' -3) 


Rptj. X = 


-2 15 

-13 

14 -3 

7 

-8 9 

-1 


Dadas las nía trices A, B y C donde A = 


'l 

I 2 


r l 

I í 


'i 

i 

r 

2 

-1 2 

> B = 

2 

1 1 


2 

1 

4 

3 

-I 2 


3 

^1 1 


0 

0 

0 


Verifique que AC = BC 


(Í^í Dadas las matrices A h R y C donde; 





' 1 

7 

o" 


"-1 

-l' 

_ 

-1 Ó 5' 

t 3 = 

-J 

-1 

0 

X = 

2 

0 


7 -2 0 











_ 3' 

U 

5 


0 

4 


Verifique que (AB)C = A(BC) 




Dadas las matrices A = 

3 

-1 

4 " 

-2 

y B = 

X 

y 

. Hallar x+ y, tal que J5'A-|01 


2 

1 


— 4 




'2 -3 -S" 


-1 

3 

5 


2 

-2 

-4 

Dadas las matrices; A- 

-I 4 5 

, ís 

1 

-3 

-5 

ii 

U 

-1 

3 

4 


1 -3-4 


-1 

3 

5 


l 1 

-2 

-3 


Demostrar que AB “BA = 0 , Atü = A, CA = C 




1 1 

-1" 


1 

1 

r 1 2 3 -4l 

Darir* las matrices: A = 

2 0 

3 

, B = 

0 


1 

| 

l 

■i 

3 -I 

2 


-1 

J 

|2 0-2 1 


Demos.Erar que (AB)C “ A(BC) 
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© 


© 


© 


© 


Calcular AB BA donde: 


A = 


"l 

2 

r 


' 4 

1 i" 

2 

1 

2 

T Í = 

-4 

l Ó 

1 

2 

3 


1 

2 l 


(g) I(aliar a, b, c y d para que satisfaga (a ecuación: 





0 

2 

0 




a h e 

rfl 

0 

0 

1 

1 


'l 

n 6 6 

1 4 $ 

2] 

0 

1 

0 

0 


1 

y 8 4 



0 

0 

i 

1 





Rpla. a ==• i , h = 6< c = 0, d = 2 


t 

2 b 1 ¿i" 

'i t 1 2 ü" 

3 0 12 

Ni 5 n 0 ' 

Sí: 

fl -2 e ! 

U 3 U 0 

0 0 11 

= [-S 1 1 -b 


Hallar el valor de M=a + b+ e + d 


Rpta, N4"0 


Si: 



. Calcular E = & + y + i. 


Rpta. E = 6 


Ha Mar 


2 

0 " 

X 


V 

1 

5 

y 

= 

5 

0 


W 


2 


Rpta. x, - 1 , y = 0, t -\. 


jg) Hallar (¥'+A)\ sí AX = A 1 * donde A - 


1 1 

2 3 


Rpta. 


2 2 

] A 


Dadas las matrices A 


'3 

2 

-f 


X 

2 

5 

“3 

* R = 

y 


0 

1 _ 


z 


y C = [l “2 3] 


Sí B'A = C. Hallar E=k *y + z. 

* 

Hallar el valor de x para que el cual d siguiente producto es la matriz identidad. 


0 

X 


'2 

0 7 

f 

0 

1 0 


3 

2 1 



- 14* 

7* 

1 

0 

4jr 

-2x 
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Efectuar !a multiplicación de las siguientes matrices. 



'I 

2 

3 T -1 

-2 

-4' 

a) 

2 

4 

e -i 

-2 

-4 


3 

6 

9 i 1 

2 

4 


Rpta. 


O O O' 
0 0 0 
0 0 0 



'l 

2 

ll 

'2 

3 

1 ' 

u 

22 

nf 


1 

9 15 

b > 

Ó 

1 

2 

-1 

1 

0 

0 

1 

2 

Rpta. 

-5 

5 9 

1 

3 

1 

1 

- 

1 

2 -I_ 

3 

1 

1 


12 

27 32 



a 

b 

i 

c 

"l 

II € 


a+ab+e 

1 . i j 

íí +h + c~ 

b~ tIuc 

c) 

L' 

b 

¿I 

a 

b h 

Rpla. 

+ c 2 

b* +2tif 

q 1 +b* +f 1 


í 

1 

1 

j 

1 

c ü 


<j + 2 

a+i + r 

h+ a + r 



Encontrar el valor de A ‘ - 2 A ? - 9 A + siendo: 


A - 


2 1 

1 -1 
1 2 


3 

2 

I 


Si A = 


1 2 2 

2 I 2 
2 2 I 


demuestre que: 


A 1 -4A-SÍ-0 


{£) Si A 


" 5 -1-2 

4 5 -2 

-2 -2 2 


demuestre que: 


A 1 -l\A+\0l *0 




Dadas las matrices A 1 B y C donde: 



1-3 5 ' 


‘l 4]0 


I 1 -1 -2 


4 = 

2 1 -3 

p # = 

2 111 

, c = 

3 -2 -1 -1 

. Encontrar AB - AC 


1- 

JU 

i 

i 

i_ 


1 -2 I 2 


1 “5 “1 0 

L J 




Demostrar que la matriz: A es idcmpufceatc. 



'2 -2 -4 


r 2 -3 —5" 


-1 3 5 " 

n> A = 

-13 4 

t» A = 

“l 4 5 

t) A = 

1 -3 t 5 


1 -2 -3 


1 -3 -4 


-1 3 5 
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DcüiOilnii que ]& nutriz A rs mlpok.ile. 



I 1 3 " 


" 1 -3 -4' 

a) A = 

5 2 6 

ii 

-13 4 


i 

l 

w 

l 

l 

¿i. 


■’í 

1 

l 

_i¡ 


Dtmostrar que i a maLriz A es iJWGÍUli'-'a: 



0 

l 

-r 


4 5 3 ' 

a.) A = 

4 

-3 

4 

1» 

-1 0 -1 


3 

^3 

4_ 


l 

1* 

1 

J* 

1 


Demostrar que la mairi? A ^ invalutiva; 



'-1 -2 -2" 


'-2 -6 

2 


-ó S 

0" 

a) A = 

1 2 1 

b) A - 

2 4 

-1 

C> A = 

3 5 

(3 


L -1 -1 o_ 


2 3 

0 


i 2 

-1 



Si A y 9 son matrices tnvn luis vas y 


A 8 = BA = 


-5 -8 
3 5 
1 2 


0 

0 

-1 


Hallar la traía de la matriz Ai - (A + r 



"2 3 -2' 


h 2 4" 


2 1.5 1.5 " 

@ Sí A ~ 

-í 4 3 

. 0 = 

0 2 -2 

y C = 

5 2 2 


0 2 1 


3 0 “l 


2 7.5 -3.5 


Hallar !a matriz M - ( AB) 1 - 2C 

¡S) Demosinr que la matriz de segundo orden satisface a la ecuación 

jr 1 - (a +d)jr+dí/- be = 0 



Si la matriz A = 

1 a-b -1 

2 3 ¿ 

es simétrica. Hallar A 

Kpla. 

ó 7 -3 

7 14 5 


h — x a - 4 



-3 5 10 
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Demostrar que: 


r ] 

f 

n 

‘l n 

0 

]_ 


0 i_ 


Sabiendo que: 


A- 


1 1 I 

0 1 t 
0 0 I 


-demostrar que 


= 


! n 

0 3 

0 0 


nür +1) 
~ 

ti 

l 



cosí -sen.il 

i. Demostrar que: 
Sen a cmx j 


COS fí.r 
sen >u 


- se n fix 
eos fia 



Demostrar que: 





Demostrar que: 


a í 0 
0 a l 
Q 0 a 


a #?a| --fí 


0 

0 


a 

0 


na 


u 


*-i 


Calcular Iris determinantes de las siguientes matrices: 



i 

w 

1 


'2 -1 4 


'2 2 r 

ai A = 

0 -2 4 

b) .4- 

4 -3 I 

el A = 

1 0 2 


] -3 1 


] 2 1 


2 1 2 


dj A ~ 

3 -1 4" 

2 -1 4 

e) A ~ 

~l 2 -3 

4-17 

n A = 

"5 2 1 

-3 1 7 


-3 2 \ 


2 4 d 


n i 2 



Resolver la ecuación j A\H ,~X =| A | donde A = 




Calcular el determinante. 


íí b c d 

2a 2b 2c 24 

2a ib c d 

4a 4b 2c d 


K |J1 . O 









































Matrimes y itetertninanies 






Dada la matnz A - 


flO 20 
0 SO 

' L o o 


~3u 

20 

10 


! fallar m inversa si Existe. 


rj_ 

10 


\ 

5 


Rpta. A“ 3 = 


0 — 

10 


0 0 — 


1_ 

10 

| 

5 

1_ 

10 


Dada ! a matriz A = 


-3 2 

-4 5 
-5 3 


0 

- 2 
0 


. Hallar su Inversa si existe. 


Rpla. A 


-I _ 


3 

5 

13 

2 


ü 

0 


-2 

-3 


_l_ 

2 


Hallar la matriz invetsa si existe de la matriz 


i =l) Hallar la matriz inversa de cada una. de las matrices 


A - 


1 z y 

2 5 7 

- 2 “4 -5 



1 3 

_ 2~ 


2 l -f 

1" 

a) A = 

2 8 

L 1 7 

-3 

1 _ 

b) A- 

5 1 -3 

0 2 1 

c) A = 


Hallar la inversa de la matriz si existe: 


4- 


7 

k 

4 

H 


0 4 


2 


6 

16 


Calcular las siguientes. determinantes de las matrices: 
4 0 -1 0" 


aj A = 


2 1 
0 3 
-2 4 


0 5 
4 0 

0 1 


Rpta. -340 


r- t r j 
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EduGrdn f*xpirtíiza ffamíis 






h) 


3 111 ' 

4 0 2-1 

3 0 10 

4-102 


el 


x + v 





y 


y x+z 


Kptj, 2 


kpla, 4 xyz 


Calcular el deleirn inante de las, siguientes matrices: 


a) 


b) 


t) 


d) 


1 

-2 

3 

4 


2 

1 

-4 

3 


3 

-4 


= 2 


4 

3 

2 

-t 


Vi 

-1 

— 

1 


-i 

-2 

— 

4 

-8 

-i 

- 3 

— 

9 . 

-Xl 

-1 

- 4 

— 

16 - 

64 

10 

2 

0 

0 

01 

12 

10 

2 

0 

0 

n 

12 

ID 

2 

0 

0 

a 

12 

10 

2 

0 

0 

0 

12 

10 

I 

0 

-I 

-f 


0 

-i 

-1 

1 


a 

h 

c 

d 



-1 

1 

ü 



Kpla. | A | = 900 


Rpta* | A \ - 12 


Rptii. | A ¡ = 12280 


ftpta, ] A | = a + b + d 


Calcular tas si^uíent^ tkiiínninauíes; 


1 

0 

-1 

-1 

% 


— 






x y 

jt+ y 

0 

-1 

-i 

l 

w 




y * + y 

X 

a 

b 

e 

d 


x 4 y x 

y 

~l 

-i 

1 

0 

d 





% 





















\farrites y Determinante* 


285 


C ¡ík'Lií.ic Ira determinadles siguienies: 


'i 

2 

0 

0 

0' 



'-7 

1 

5 

U 

O 1 

. 3 

2 

5 

0 

ü 



0 

2 

4- 

0 

0 

0 

4 

3 

4 

0 

Rpia, 640 

b) 

-1 

I 

j 

0 

0 

U 

Ü 

S 

4 

5 



4 

7 

ó 

2 

I 

0 

0 

0 

& 

5 



5 

& 

3 

-1 

3 




a) 


A - 


A = 


l 

0 

0 

2 

3 ' 


'2 

1 

J 

1 

r 

0 

1 

-1 

2 

0 


1 

3 

1 

l 

i 

0 

2 

0 

1 

-2 

tai A = 

1 

1 

4 

1 

i 

2 

1 

1 

U 

0 


L 

1 

1 

5 

i 


1 

0 

1 

0 

1 

1 

1 

1 

1 

6 


"5 

6 

0 

0 

0 


‘l 

-2 

3 

-2 -1 

1 

5 

6 

0 

0 


2 

-1 

i 

3 2 

Ú 

1 

5 

6 

0 

d) A- 

l 

1 

2 

1 1 

n 

0 

A 

5 

6 


| 1 

= 4 

-3 

- 2 -5 

0 

0 

0 

I 

5_ 


^3 

“2 

2 

2 -2 


Hallar la inversa de la rnasriz si esintc donde 


a) A = 


" 5 

-2 

0 

f 


i 

-1 

4 

2' 

0 

4 

5 

i 

hl 

2 

0 

3 

1 

-1 

1 

2 

3 

DI 

4 

_ i 

ib- 

I 

0 

-L 

2 

3 

6_ 


- 2 

4 

-1 

i 


c) A = 


'3 

1 

5 

7" 


' 1 -2 

l 1 ' 

2 

1 

3 

4 

ú} A - 

3 

— 5 

5 3 

4 

1 

6 

8 

-5 

12 

0 -4 

4 

l 

7 

9 


7 -17 

3 10 
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© Calcular b inversa de bs siguientes matrices: 


F I 

3 

5 

7 ' 


1 

-3 

ti -38" 

0 

1 

2 

-3 

tipia. A 1 - 

0 

1 

-2 7 

0 

0 

I 

2 

0 

0 

1 -2 

0 

0 

0 

I _ 


0 

0 

0 1 


3 8 

13 

18 ' 


-3 6 - 3 

0 

2 5 

8 

11 

Kpta. A~ l = 

1 -3 0 

-l 

2 6 

9 

12 

-4 12 3 

2 

-3 ^8 

-n 

-15 


3 ~ 7 -2 

-l 



11 1 1 " 

- 

‘l 1 1 1 

£} 4 = 

1 1 - 3-1 

tipia. A -1 = — 

4 

1 1 -1 -I 

3 -1 1 -l 

i *1 1 -1 


,1 “I -1 3 _ 


1 -1 -1 1 


r 2 1 

0 

o‘ 


' 2 

-1 

0 

0 1 

3 2 

1 1 

0 

0 

Rpta. A 1 — 

-3 

2 

0 

0 

3 

4 

31 

-19 

3 

-4 

2-1 

2 

3_ 


- 23 

14 

-2 

3 _ 


0 

1 

a 

Ü 

0 

* 

"0 

l 

0 

0 

o 

1 

0 

0 

0 

0 


1 

0 

n 

0 

0 

2 

3 

o 

i 

0 

Rpts A 1 - 

-I 

1 

u 

0 

J 

1 

0 

0 

0 

1 


-3 

-2 

i 

0 

0 

-l 

1 

i 

0 

o_ 


0 

-1 

0 

1 

0 


i 

1 

3 

4 

5 


i- 

I 

-2 

1 

0 

°1 

0 

1 

2 

3 

4 


0 

1 

-2 

1 

ü 

Ó 

0 

1 

2 

3 

Rptü. A 1 - 

0 

0 

1 

- 2 

1 

0 

0 

0 

1 

2 

■ 

0 

0 

0 

1 

-2 

0 

0 

0 

0 

1 


0 

0 

0 

ü 

1 _ 
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SÍ A - 


h) A = 


I O .c 

1 1 r 

2 2 a 2 


3 8 13 

2 5 S 

2 6 9 

-3 -8 -II 


Rpla. A = 


l -± - i 

A X 

1 I 

-l --1 1 + - 


18 

U 

12 

-15 


Rpla, A - 


0 — 

f» 


X 

a" . 


-3 & 

\ 0 

1 -3 

0 - 

1 

-4 6 

3 

7 

fcp 

3 -4 

-2 - 

1 


Hallar la inversa de la matriz, si existe, donde: 


a) A - 


\ 0 0 0 
2 10 0 
4 2 10 

-2311 


Kpta, A = 


1 

-2 

O 

8 


0 0 0 
I O O 
- 2 1 O 

-I -1 1 


b) 


l -1 
O 1 

O o 

o o 


I 

- i 
-i 

o 


I 

1 

-1 


Rpla, A - 


l 1 Ó O 
0 1-10 
O O -1 -1 
0 0 0 -1 


c| A = 


2 0 0 0 

0-100 
O U 10 

10 0 2 


Kpía. A 1 = 


o O O 

-too 
o 1 o 

-I O O i 

4 


1 


2 

O 

O 




di A = 


2 4-26 

0 13 2 

0 0 2 1 
0 0 0 3 


Rpta, A = 


1 _2 

2 

O l 
O O 
O O 


7 
2 
3 

2 

1 

2 

O - 


5 

6 

]_ 

6 

1. 

¡i 

1 

3 
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© 



Hallar la inversa de la matriz si existe. 


ai 


A = 


l 

t 

u 

O 


2 


0 

2 


0 

-I 

? 

ié« 

4 


- 1 

0 

4 

~1 

0 


2 

I 

-í 

0 

I 


b) 


1 


vlU 

1 

2 

sl\Q 

í 


2 


VIO 

2 

"7 

2 

v'To 

_2 

2 


1 

v'To 

2 

2 

2 

1 

2 


2 

•r 

vlO 

2 

2 

1 

V‘IÓ 

2 
7 


Dada 3 a matriz A = 


0 
jt 

O o 

o o 


JE Ü 0 

0 0 0 

o 

JE 


X 

o 


x * ti. Hallar A si ex tste. 


Rpta, A _] = 


I" O 

JT 

O o 

o o 

0 0 - 
X 


o 

2 

X 

0 


o 

o 

2 

X 


Si A- 


0x00 
x O O O 
O O O x 
U O x O 


calcular A 2 ”, V n* Z 1 


Rpla, A 1 " - 


© Dada fa matriz A T hallar A 1 si existir donde: 


. .A 


O 

O 

O 


o o 

x 2k O 

O 13 


O 


.ln 


o 

r 7 " 

O 


A - 


' 1 2 

3 

4 ' 


l -l -1 

0 ' 

-J -i 

-2 

-2 

Rpta, A 1 = 

9 6 — J 

-2 

1 3 

!> 

6 

- 2 -1 í 

0 

_ 1 4 

5 

*.j 

-3 -2 0 

1 























\fairicra y Dth'rmintmtex 


Hulla: la inversa de la matriz si existe: 


A = 


2 4 3 2 

3 6 5 2 

2 5 2-3 

4 5 H 10 


© 


Hallar la inversa de !a matriz si exisiet 


12 12 1 
1 0 0 0 0 

0 1 10 0 

0 0 0 0 1 

1 -i o o o 


Hallar la inversa de la matriz si existe: 




2 10 0 
1 O -I i 
0 111 
-10 0 3 




Hallar la inversa de la matriz si ex me: 


2 O 

1 -1 

4 -2 

[-2 4 


3 1 

4 2 
1 O 
-1 2 


Resolver la ccuacfófv 



3 

-1 

0 

X 



al 

-1 

0 

0 

X 

X 

l 

1 

-1' 

= U 

bl 


X 

1 

-I 

0 




1 


1 

-1 O 

O x l 
x l 


{?5j Halle el valor de a r de iiiihIu que: 


I+tí 

a 

n 

tí 

(1 

2 + a 

cí 

ei 

a 

tí 

3 + a 

tí 

a 

t¿ 

a 

4 +tí 


sO 
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Resolver la ecuación: 


1 0 
0 1 
0 4 

0 -2 
0 A 


2 0 

x x 2 

I 0 

-2.Í 0 

jr 0 


1 

0 

I 

-4 

4 


= 0 


Resolver la ecuación dada: 


a) 


1 

-I 

0 

A 



1 + x 

X 

X 

X 

-1 

0 

0 

X 

1 

- 0 

b) 

X 

2 + x 

X 

X 

X 

3 

-1 


X 

X 

3+ x 

X 

A 

l 

-I 

0 



X 

X 

X 

4+,t 


= 0 


I lallar la inversa de Ea matriz si existe dada: 











Lis 

l 

1 

1 










30 

3 

4 12 



1 


4 

2 




19 

59 

3 

1 


A “ 

i 

j- 

0 

3 

i 


Rpta. 

4-' = 

20 

60 

20 12 



4 

-2 

J 

0 




1_ 

2 

2_ 

1 



„ i 

u 

4 


2_ 




12 

15 

15 

tí 










8 

11 

6 

1 










. 15 

~15 

15 

3 



1 

- 2 

1 

3 




-212 

40 

-13 4' 




3 

-5 

í¡ 

3 




-101 

19 

-6 2 


bi 

4 = 






R|)la. 

,4“ J = 







- 5 

12 

0 

- 4 



49 

-9 

3 -1 




7 

-17 

3 

10 

-i 



-38 

7 

-2 1 



Hallar la matriz X t tal que: X. 


-I 0 

I 0 


0 -I 1 


3 -3 
0 -I 


Rpta, X = 


l 0 2 
0 0 1 



"1 1 -l' 


3 -1 3 


3 2 0 ' 

i lallar la matriz X, lal que: X. 

2 1 0 

1-11 


4 3 2 

1 -2 5 

- 

ttpta* X = 

-4 5 -2 

-5 3 0 































Matrices f Dvierminanm 


(52) Calcular la mmil X* ial que: 




© 




l 

2 

-3' 


" 1 

-3 

0' 

3 

T 

4- 

4 

Jf = 

10 

i 

Ém 

7 

1 

-1 

0 


10 

7 

8 


Kpta + X *—4 


174 92 133 

-62 -103 -62 
3 3 3 


Hallar h mam?, X, si existe, tal que 


a) 


3 3 
0 3 


c) 


0 i 
1 O 

0 0 
O 0 


4 

5 


-1 

-2 2 

5" 





11 

2 

4 

6 


0 

3 4 

ó 

b) 

X. 

2 - L 2l 

— 

7 

■á 

- 1 

7 

8 


7 

1 0 

0 



3 1 2 


- 3 

- 1 

0 

10 


10 

13 0 

n 





t 

- 1 

1 

4 

3" 










0 

1 

-1 










2 

1 

1 

= [4 

1 -1 

0 

0} 

Rptf*. Jt=[l 

4 

-i 

-7 

0 

l 

l 










0 

0 

1 











Hallar la matriz X, Eal que: 


Hallar la maln/. Á. ta! que 




-i 

ú 








[3 

^3 2" 


X 

0 

] 

0 

— 

[0 

“2 í 



0 

-i 

i 



■ 



"l 


3 


' 

1 4 

7 11 


0 

1 

2 

y 


-l -2 

-i 1 

A 

n 

ti 

1 

i 


0 l 

4 8 


0 

Ü 

0 

i 


0 2 

4 7 


(§3) Hallar la matriz inversa A 6 si existe, siendo: A 


2 1,0 
O 1 l 


O 1 -t 

O -1 I 
2 O 1 


(SlJ Hallar la matriz X, Ial que; 


I 2 0 

O I 1 

-1 3 I 


X 


1 2 
O -I 


O “1 
-1 2 
-5 -5 
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Hallar la matriz X >\ csisie, tal que: XA - B, siendo: 


A = 


5 

-1 

2 ’ 





0 





13 

-2 -3 

1 

3 




4 

6 

-2 

Y 


21 

3 16 


1 




-6 

-15 1 

3 

-4 

J 






(S) Hallar la matriz X si existe, (al que XA = B siemk): 


A = 


lili 

1 1 “1 0 
í 0 1 ^1 

113 2 


y B = 


4 4 2 3 

5 4 5 3 


tdxqrdo fo-pin&zíi Retmu* 


Hallar la matriz X. (ál que A.X = R, siendo: 



(Sí) Hallar la matnz B r tai que: ABA = A. dbndc A 



1 2 

3 

4" 




¡-I 

13 


2 5 

8 

11 




-4 

33 

A — 

2 6 

9 

12 

p 

R 

“ 

-4 

39 


1 4 

7 

9 




-2 

h 

27 


0 

1 

0 

0 

n 





I 

0 

a 

0 

0 




A — 

-1 

l 

p 

0 

0 






-2 

1 

0 

0 





0 

- 1 

0 

1 

0 








0 


i 

0 

0 0' 




1 

1 

0 

0 

0 0 

Rula. B 

= A 

1 _ 







2 


3 

0 

1 ó 





"1 


1 

1 

0 P 


Dada la matriz arfji 4j - 


' 4 

“7 9 

“6 IÚ 


4 

-5 

k 


y | A | = 4. Hallar la matriz A. 


Rpta. A = 


I 2 

3 0 

4 “2 


2 

5 


A 




























Matrices v tlet*rmirmrtte% 
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@ 


]|ciil¿u .i nt.niri/ X lie Ij ecuación BXA 
,-] : i :1 


i 


12 4 1 

\ : ti - i \ 

t ! I o I 


C donde C = adjt B J, B = adjí A) y 

-I 2 1 2^ 

12 4 1 

2 0-1 3 

3 2-10 


Rpin. X =' 




Dada la matiz arfrt 41 - 


1 1-1 
-10 k 2 
7 -3 -I 


y | A | = 2, hallar el valor de k y la matriz A. 


(35) Hallar 3a matriz A, tal que: adjíA ) - 


12 3 4 
0 5 2 3 
0 0 5 I 
0 0 0 5 


Sí flíí/íA!- - 
-I 


I 3 3 
I 4 3 
1 3 4 


,-i 


ai Encontrar los dentemos de la diagonal secundaria de A 
h) Determinar A ,.Es única'?, 

Rpta, a) Los elementos de la diagonal secundaria de A 1 es ± 2i 1,4.3:, 


b) 


A = ±- 

l 


1 -3 -3 

-1 I 0 
-1 0 1 


, nn es única. 


(íí) Hallar la inversa de las siguientes matrices: 


ai A = 


0 

1 

2 

2": 


-3 

3 

-3 2 1 

l 

I 

2 

3 

| 

3 

-4 

4 -2 



Rpla. A = 

- 3 


- 5 3 

2 

2 

2 

3 


4 

7 

3 

. 3 

3 j 


2 

- 2 

3 -2 

J 
























292 


Eduardo h'spinozft Hamos 
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h) A = 


Ü O 3 -1 

0 3 14 

2 7 6 -1 
12 2-1 



-1 3 - 7 

20 ’ 

Rpta. A 1 = ^ 

-7 -3 5 

-10 

6 

9 3 -3 

3 


3 3 -3 

6 



'3 

3 

4 

_ y 


¡_7 

5 

12 

19 

O A = 

0 

5 

6 

4 

1 

2 

\ 

l 

RfiLa. A 1 =■ 

3 

41 

-2 

— 30 

-69 

3 

111 


2 

3 

3 

2 


-59 

43 

99 

-159 


ü) 


! tí x 

Ú I b 
O U -1 
0 0 0 


y 

e 

I 



¡i 

-Sí 

i 

H 

r 

ábe + ay - ex + 2 

RpLa.. 4 1 = 

0 

0 

ü 

í> 

—be - y 

0 

-] 

c 


0 

0 

0 

! 

_ 

ri 2 

3 

4’ 



Si la adj<A> = B y dei(A) = 1 dírnck fí = 


Hallar cí valorée * y la matrií A. 


2 5 x + 4 II 
2 6 9 12 

I 4 í+3 9 




2 3 

f 


2 

-E 

E.n AX = B. con X == (X .. ) , calcular X donde A - 

l 

3 3 

2 

; ¿J- 

3 

l 

V 

2 

4 3 

3 


0 

4 


J 

1 1 

í 


1 

2 j 


Hada la matriz A = 


4 2 4 

2 10 5 
4 5 21 


Hallar la matriz triangular inferior B tal que B.B‘ - A 


Detenninar la matrií X (al que XA=U, 


sí A = 


I 

0 

n 

o 


-3 1J 

a -1 

O 1 

o o 


-3S 

7 

-2 

1 


B - 


1 - 4-31 
1 -5 -3 -I 

~¡ í 4 2 
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100J 



tm 



102 



1031 


Si A = 


Sí A = 


-1 -I 

0 1 o 

o O 1 

0 -I o' 

1 I i 
O Ü -1 


, calcular A 


29 


.calcular 4 


HK] 


Demostrar sí A = 


10 10 
0 10 0 
10 10 
u 1 o 1 
1 

0-0 
T 


entonces A " - 1 ‘ 1 A '' 


Dada la mairiz A - 


\ 

% 


0 0 


0 Ü - 

i 


Hallar la surca 1 + A + A" + ...+ A' 1 +..* 


X 0 lr 

— * & ~ 

vi! 

fl=0 


0 ce 
-a 0 



'i -3 2 


"l 4 1 0‘ 


2 1 -1 -2" 

Dadas las matrices A = 

2 í “3 

; B = 

2 111 

y c = 

3-2-3 -l 


4 -3 -1 

Ib 


1 -2 1 2 


2 -3 “1 0 

_ - 


Demos! rar A.B = A.C. 



'3 0 

0' 


"2 -4 

-l" 

ii 

trt 

I 2 

0 

y B = 

0 5 



5 -3 

3 


0 0 

-2 


, Hallar la suma de los elementos de la 


— í — l 

diagonal principal de la malfil M ■= 3 A - IB , 


A=2B-I - 


la 

málrn: 

X 


■h T 

-6 ■ 

-20 

17 1 

-17 

5 

0 

-13 

-1 

0 

2 

= 1 

4 


-5 

3 


Hallar la matriz X, 


A 







































Sabemos que la matriz X = (X ), satisface la ecuadán AX 


- B, decide 


A «=!&+/ = 


1 2 

2 3 
l I 


3 

I 

i 


10-2 


4 

2 

-1 
-6 


Determinar X Á: +Jr 2J 



m) 



11 1 1 ' 


~i i j r 

Hallar la malriz X en XA = B. siendo A = 

11-1-1 

1 -I 1 -I 

; ff* 

-I 4 h K 

3 2 15 


I -I -1 1 


2 É Cl 1 



106) Hallar 3a matriz M, tal que' M 


2 

3 

4 

5 " 


p - 

-2 

4 

5" 

0 

3 

4 

6 


0 

-3 

4 

ó 

0 

0 

7 

8 


7 

3 

0 

0 

L<* 

0 

0 

10 


10 

0 

0 

0 





3 2 4 


Y 

Si Á - 

2 -1 1 

y fia 

0 


12 3 


1 


Hallar X sabiendo que AX = B. 


108 ) Determinar la inversa de tas sÍEuieii[c.x matrices si existen: 



-3 

0 

4 


'3 

2 

4' 


1 2 3' 

a) A = 

4 

1 

3 

& 

>- 

ii 

2 

-T 

1 

el A = 

2 2 0 


. 1 

0 

4 

• 

-1 

2 

3 


-} 0 ü 



d) A - 

" 1 J ] 

-3 4 2 

e) A - 

"4 0 -f 

2 1 0 

0 

1 2 -i" 

-3 1 7 


0 5 O 


-► 

’í 

f^¡ 

O 

! 


2 0 5 


IfW) Calcular la inversa de las siguientes matrices si existen; 


ai A a 


'2 1 

0 

ti 


"1 

l 

1 

!’ 

1 0 

-1 

1 

u 

~K 

J] 

2 

1 

2 

2 

0 1 

1 

1 


3 

3 

2 

3 

O 

0 

3 


4 

4 

4 

3_ 
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c) A - 


12 3 4 

2 2 4 5 

3 4 3 6 

4 5 6 4 


A} A = 


I - 

1 

2 

J_ 

3 


110} Hallar lu inversa de tas siguientes malrice* si existen: 


al A = 


"l 2 

3 

4' 


1 

-p 

0 

0 ■ 

2 6 

9 

12 

11 

< 

S 

0 

1 

-p 

0 

1 4 

1 

9 


0 

0 

1 

-p 

2 5 

8 

11 . 

■ 

0 

0 

0 

1 J 


Determinar la inversa de cM de las siguienlcs matrices (Jí¡ . k 7 . frj, y k son todas 
diferentes de cero) 


a) A - 


>1 

0 

0 

0 



‘0 

0 

0 

h ] 


~k 

0 

0 

0 

0 

ti 

0 

0 

b) 

-í^ 

ü 

0 

Je i 

0 

e) A ~ 

0 

k 

0 

0 

0 

0 

0 


0 

0 


0 

0 

0 

0 

Jk 

0 0 

1 _ 

0 

* 4 . 



*í 

0 

0 

0 


L° 

0 

0 

k 


112) Halle la inversa de las siguientes nutrices si existen. 


a) A = 


■4 ti 2 -2 


1 p F“ p h 

3 -1 0 0 

b) ,4 = 

0 1 p P~ 

2 3 10 


0 0 \ p 

0 7 11 


000 1 


Si adjiA) = 


2 1 
0 2 

0 6 


-l 0 

0 I 
1 5 


0-2 0 l 


, Calcular de 1(4 ! 'l 


114 ) Calcular la matriz M si #dj{M ) 


1 0 
0 -I 

0 -I 

o o 


-1 ó 
2 ü 
1 0 

-1 1 
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Hallar h matriz A, tal que. 


ad/{ A ) = 


i 

O 

0 

0 


2 3 4 1 
5 2 3 
0 3 I 
Ú 0 5 



Determinar la matriz A si: 


W/(Aj = 


! 

0 

0 

0 


0 

-1 
-[ 

ú 


-! 0 

2 O 

3 n 

-i i 



Demostrar las siguientes afirmacUmési 


a I F.l producto de toda matriz pos su transpuesta es una matriz simétrica. 

bl La suma de toda matriz cuadrada y su transpuesta es simétrica. 

el La diferencia de toda mattiic cuadrada con su transpuesta es antis]momea. 

d) Tuda matriz cuadrada es la suma de una matriz simétrica v de su 
antis imeiricu. 



PmdH ¿que si A. ü € M ^ son diagonales, entonces Aií es diagonal y ABs BA 



Calcular el determinante. 


-7 1 
0 2 
-l 1 

4 7 

5 8 


5 0 
4 Cl 
3 ü 

6 2 

3 -I 


0 

0 

0 

1 

i 



Calcular el determinante de la matriz A donde: A 


a 


I I 


¿ c 




1 

1 

1 

1 


Rpta. I A | = (b - alte - aHd - a)(c - hn;d t»(d ~ n 


matriz 
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Considciviíios. la mam B = 


1 [ 
1 1 

í 1 

i v 

y 1 


I I 

i y 

y i 

i i 

i i 


y 

1 

\ 

1 

] 


Hallar el valor o valores de “y" tal que 1 B | = 0. Rpta- y - 4, y * l 



Hallar el determinante de la matriz A. iransíannáridola a una mam/ man guiar superior 


siendo. 


A = 


a 1 0 0 (V 
4 a 2 0 0 
0 3 o 3 0 
0 0 2a 4 
0 ü 0 1 a 




Calcular el vaíqrdel deiLTminarUí, 


Calcular el valor del determíname 


¡A|- 



fl + 

1 

3a 

¿4 2 tí 

b+\ 

Ib 


fr + l 

2 

-b 

1 

a + 

2 

0 


t 

¿i + 3 

b- 

! 

1 

¿j + 2 

a + h 

a 

h 

c 

d 



2 tf 

2b 

2c 

d 



la 

2b 

2c 

d 



4 ti 

4* 

2c 

d 




Rpla. |A |-0 



Calcular el valor de! determinante. 


0 111 

I 0 a b 
\ a 0 c 


1 h c 0 



De mostrar Li:> identidades usando propiedades: 



a b C 


y b q 

a) 

x y z 

= 

X Ú P 


p q r 


Z C r 


be a~ 

1 1 
a 1 


be 

ab 

ac 

ir oc 

tr 

3 

ah 

ac 

be 

y ^ 

c m í' 

ab 


ac 

be 

ab 
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Aplicar,tío propiedades de dewfminaiue, demos!raí 


1119 

1 I +¿i I 3 

t 1 ]+í? | 

1 1 II+t 


= abe 


12ju Demüíirar las identidades: 


m 




d> 


h+c 

c+a 

q + r 

r+ p 

y + z 

Z+x 

1 X 

x 2 X 

1 y 

y y 

1 z 

y 

z * £’ 

l w 

w iv 


a b c 
2| p q r 
X y 


li) 


I fl ¿r 
í b b 2 

I r r 3 


- ( x- vK y-1 {z - k'M x-z K c - h H y - u-> 


I 43* <1 Íí're+rf 

1 h 3 b a + í' + d 

m¡ 

1 í: r i a-tb + d 

1 d“ d a-k-¿" + e 


■= 0 


= {b-cXc-aXa ~b\ 



129) Probar que: 




ü b c 

n a + fr ff + fo + t* 
a 2Q+b 3a + 2í? + c 


d 

a+b+c+d 

4a + ib 4 2c 4 d 


a %a - h 6fi + .Vi +■ f IGa + fV? + ?¡e+d 
Aplicando propiedades de determinan les. demostrar que: 


a _¿k 

b a -d 
c d a 
d -c b 


-d 
c 

-b 

a 


= (ü" + b 1 +c 1 r 


Aplicando propiedades Je dele mimante, de mostrar que: 


= a 
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a) 


b) 


ait + b 

ttp + q 

nx + y 


a 

p x 

bn + V 

mj+r 

ny + r 

= <n J + l) 

b 

q y 

trit + cr 

tí r + p 

tiz + X 


c 

t z 


x a I 
0 x ! 
o b i 


- (xüX-\ ■ b) 


el 


i 

> 

a 

b + c + d 

1 

b 1 

k 

f3 + r + tí 

1 

■p 

C" 

c 

a + ¿? + á 

1 

d l 

tí 

a + h + c 


= 0 



132 J Demnsiíar que: 



i 

a 

a 

t 

hed 


a 5 

<r 

a 

1 

b- 

h 

1 

avú 


b* 

b 2 

b 

1 

c 7 

c 

i 

¿ tbd 


c 3 

2 

c 

c 

! 

d 2 

d 

i 

tibe 


1 / 

d 1 

d 

! 


13 ?) Demostrar las siguientes propiedades: 


al 


x a b c 1 
a x b t" 1 
a b X c I 
abe x ! 
a b e d 1 


= (x - aK x - * H x - c }U - tí) 


b) 


c> 


y y y y y 

y x y y y 

y y a y y 

y y y x >' 

y y y y x I 

je 0 -1 I 0 

l.r -I ! 0 

1 0 x-l 0 1 

0 i -1 * i 

0 1 -1 0 JT 


= U-+4X.Y—y) 


~ cx+ix-x" -**iy 
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Calcular las siguientes deteiminanies; 


al 


bi 


el 


d) 


1 Hh £3nr 

3 + ay 

1 + itr 

1 f-bv 

1 + e* 

1 ~r O 1 

1 + dx 

[ + dy 

d b 

c d 

b a 

d c 

c 4 

a b 

d c 

b ti 

X 

y 

y 

x+ y 

x+y 

X 

0 1 

1 1 

1 0 

a b 

1 a 

0 c 

i h 

c 0 


I + h: 
I + t: 


1 +hn 
1 +e/r 




Rpta. ía + b + e + dKa - b c + d)(a + b - c - dXa - b + c - d) 


v + v 


v j Rpta. 

y 

- 2(jr 3 +* y 3 ) 




1 + x .t 

X 

X 

fil 

x 2 + .r 

X 

X 


JE A 

3+ x 

X 


X X 

X 

4 + JT 


135) Demostrar Jas siguientes propiedades: 


n) 


abe d 

a a + h a + b+c a+b+c+d 

a +2a+b 3ü-+2¿ + c 4 íj + 3/? + 2c + d 

fe 

a 2a+ h 4<i+3¿i + r lGd + ító + 3e + íí 


= a 


b) 


c) 


l-i -x l 

1 Í-JC 

1 1 

3 1 

] +£í 1 

] ¡ *b 

] l 

I 1 


I I 

í 1 

1 +" y 1 

1 I - y 

1 1 

1 1 

1 + c l 

1 ] T í I 


2 2 
— X y 


=íM( j + I4 + í4) 

a b c d 
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136) Si A - [a n ) nrr e* vn^ niairiz tal que: n, 




13 »] 



1 »] 



© 


- I ^ 11 ' * ^ probar que del (Ai = 0i - l'tí-H 

¡ ü SÍ i - } 


I 1 '' I 


,137) Sea A = ¡a v | n „ r es una matri? de 


ÍA+í- 51 J = / 

orden n donde it f “ < , 

i a ..I t *; 


Hallar el determinante de A 

Sea A =íii. v j MJ . donde a u = a tl ■ 1 pa*a M - s ^ ” **«/-!> ■ Ka,,ar ** 

detersninüjile de A, 

*«• *«K U - «h** «* aáemís rf « = {ó I! i * / calL ' ul “ r el 


determinante de A. 


Mm Si A = [&<j ] es tina. maln/. de orden nxn tal que: = 


tí ji i * / 

a ji í - Jf 


demostrar que: 


i, n-l 


den; A) = { a + [/i -1 \u |U -aV 
Calcular el determinante de orden n de la mami A 


.4- 


a 

2a 

3m 

4ü 

na 

—a. 

0 

3o 

AíZ + ü h 

na 

“ a 

- 2a 

0 

4n ...i 

* 

nú 

■ 

te 

— ü 

-2p 

* 

4 

- _Vi 

~4¿i 

•* 

■ 

0 




Calcular el determinante de la matriz A de orden n. 


A — 


12 2 2 
2 2 12 
2 2 3 2 


T¡ 

■ r Jte 1 

.. 2 

.. 2 


t -i i a n 

«*_ ■_ JB1 V 9 ■■ i I 


Rpla, | A | — -2(n - 2]! 















íü2 





Eduardo Espinoza fiamos 


(w) Calcular d determinante de Iü maíri? A de orden ,3 sí, 

P 


A - 


V & ú ... a 

« -r a ... rt 

ü d 4f u 


3 u a 


***** |4|=|jr—{ii -1 Jtfl |(jr—ii)* 


Hallar el determinante de la matri¿: 


A - 


10 

7 

5 


a + 2 x + 2 
x x 


sienao s la úlEima cifra diferente de cero de %n código. 


<* + *[>[ 1 + X] y 2 

l + l+v,v : 

(+AjV| 


145J Calcular el dcternnriante: d = 


1 4óJ Apl icando propiedad? s de determjnan les. calcuI u r 


II 13 
j-3 10 
5 7 

4 

2* 


9 

7 

5 

.t+2 


0 

4 

3 

2 

-V 


Í+ V« 

3 4 V, 

,+ ^.v„ 


]+ r „> 3 l+^y a 


■1 ■+ ÍJ 

■n 

¿r 

a* 

a* 

a 

X + £f" 

\ 

a 

a 1 

a 

a 

X + Q '' 

¡í:^ 

a 

a~ 

i 

■a 

X + ü 


© 


y+z 

y> + h 

>2 + ¿2 

z + ;r 

2] + x t 


x+ y 

*] + y, 

*2 4 >2 


Calcular 
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Calcular él deietmínarue de la matriz A 
0 1 í ... 1 I | 

I 0 x ♦.* x x 

I x 0 ^ Jt x 

A = 


1 x x 
1 x x 


149) Demuestre que: 


líflj Demostrar que: 


O x 
x O 

O 3 3 3 ... 3 

3 Q 6 6 ... ó 

3 6 0 6 .4. 6 


3 6 6 6 ... O 


2 10 0 
f 2 ] O 
O 1 2 


1 


Rptm M|=(n-l.K-tr“x; 


1 4,-2 




O 

O 

O 


0 0 0 0 ... o 


- n +1 


(Tm'J Ut il izando prop tedade -l de determfrían«. de m ilesire que | A | = 


a ¿¡ h íí 
b b h a 
b a á Q 
b a h b 


- -Yú -b\ Á 



Aplicando 

propiedades 

A’ 4 1 

3.\ 

y + 2x 

y 41 

2 y 

y+ t 

2-y 

1 

j .v+2 

0 

1 

,í 4 3 

| y—1 

1 

j-+ 2 

ítY 


de determinante. calcular el determinante 
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Usando adecuadamente las propiedades de los delentiinaiites. calcular; 



a-¥ 2 

3 

4 

í 





2 

¿? + 3 

4 

5 


-v- y-z 

2x 

2x 

a) 





b) 

Zy 

v - x - z 

2 y 


i 

Jm 

3 

¿r+ 3 

5 


a' 



2 

3 

4 

a + 5 


2z 

2z 

Z -x-y 


O 


1 « 

b 

b 

b 

a 

b 

a 

a 

h 

h 

a 

b 

Ú 

¿1 

& 

a 



1 

eos x 

e os y 

ú) 

COSA 

1 

eos z 


eos a 

eos : 

1 


.r a 

a 

¡T 


e) 


a 2 

id +1? 

(fl + 4) 1 

(¿i+2)- 

(rf+4) 2 

(f! +6) 

{¿¡ + 4) 

(¿r+6) 2 

ín+KV 


r¡ 


X íJ 


tí ü II 


(ÍS) Calcular el valor del deienninance de las siguientes matrices 


a) ,4 = 






I 

3 

l 

5 

3" 

'3 

{ 

1 f 











_ ■> 
fa- 

-1 

0 

-4 

2 

1 

3 

i 1 










b) 

0 

c 

1 

0 

1 

1 

] 

3 1 











0 

0 

2 

I 

1 

1 

1 

I 3 











. 0 

ü 

0 

1 

1 


(Í55) Supongamos cjue 


a b 
d t 
* h 


c 

f 


= 5, calcular: 


sí \+y +/.s0 


c) .4 = 


1 

2 


3 

I 

L 3 


- I - 

0 

- - i 0 


3 3 

1 I 


0 


a) 


~-a -b —c 
2 d 2é 2/ 
-g -h -i 


h) 


a + d h + é c+f 

d e f 

X h i 
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m 


a b 

c 


a 

-b 

C 


f 

d) 

—d 

e 

-f 

2g lh 

2 í 


S 

h 

i 


a, b, c y d representan dígitos tales que los números abe, acd y bba son múltiplos de rr<. 



.157 



158 



15¥ 






probar que: 


£¡T 


b c 


acá 

bba 


es múltiplo de m 


Si A = 


1 a + b 0 

2 5 a 

b x 3 


es, una malrii: simétrica, hallar |A|, v la matriz inversa de A. usando 


operaciones elementales por filas. 


Calcular el valor de P = 2 


a 

b c 


el 

d 

s 

a 

e I 

-12 

b 

£ 

h 

S 

h i 


e 

f 

i 


sí se sabe que 


P - 


abe 


íi b c 


bu c ' 

d c f 

-10, Lambién hallar el valor dr Q - 3 

g h i 

— 12 

é d f 

g h í 


de f 


h g í 


Si 


1 

H* 

— 

-1 

4 ! 


€ 

/ 

g h 

a 

h 

c 

d 

= a , hallar 

l 

1 

-1 4 

4 

3 

“1 

1 


tí 

b 

e d 

£ 

/ 

S 

h 


4 

3 

-1 1 


Probar: si A es una matriz de orden n, se cumple 1 kA !-A fl \ A\, ke R 
Demostrar que: 


•di 


U 

a 

b 

e" 



a 

ab b 2 

-tí 

0 

b 

e 

= [af -bc + cd'P 

b) 

b 2 

a~ ab 

-h 

-d 

0 

f 










£?6 

h~ a" 

-c 

-e 

-/ 

0 





. 1 ni ^ 

= (¿r -b' r 
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a + b + c 

b 

c 


it 

b 

c 

a 

a - b + c 

c 

— 

b 

c 

(3 

tí 

b 

a+ b-c 


c 

a 

h 


c) 


Demostrar ú se desarrolla que el determinante 



a) 


2 0 § 
6 4 6 
9 3 1 


es divisible por 19 


Comprobar que son nulos. 


b) 


5 5 0 9 
5 7 & 9 
5 9 9 9 
4 4 8 7 


es divisible por 19 



a 

b 

c 


a 

b 

c 

d 

ai 

l 

a 


b) 

a L 

b+$ 

<1 

, 


a f 

a p *' 


: tí + cr 

c+ y 

J + 5 





ú, +a 

b L + 

■ü + 7 

+5 




r l 2 

3' 

Sí 4 - 

0 5 

6 


0 0 

9 


verificar que ¡ odfíA} |=¡ A T" 3 donde n = 3 



Construir la inversa de la matriz 



-I 

4 




"l 

2 3' 


"¡4~ 

Dadas las mal rices ia 

2 

4 5 

. B = 

25 


3 

— 

5 6 


_31j 


i] Hallar la matriz R r C . si C es la matriz, adjunta de A y se cumple que AX = B 


ii) Calcular además, ta suma de los elementos de ACS 



Hallar el rango de la matriz dada. 
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al 



2 2 
4 6 
6 9 


4 

K 

12 


hj 



5 7 

2 3 

3 5 


el 


,4 = 


1 2 

2 3 

3 l 


3 6 
1 6 

2 6 


d) 



2 0 0 
0 0 4 
0 3 0 



Hallar el rango de la mslri? dada: 


a) 


A - 


4 

0 

O 


3 

2 

O 


2 

1 

3 


2,1 

1 

3 


b) 4 = 


1 O 2 
O I O 

2 0 4 


O -3 O 
2 O 1 O 
O -6 O 


O 



0 0 0 5 
0 0 0 0 
o o o n 


Rpta* r( A) — i 


Rpta. nA}-2 


Rpla. rl AS = 3 


R|ila, r(A} = 3 


Rptdi flA¡ ss 3 


Rpta, fíA) - 2 


Rp ta, Tí A l = 2 


di 


4 = 


1 2 
3 4 

I 2 


1 3 4 

2 fc 8 
I 3 4 


ÍEpLa. it Al = 2 
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Calcular el rango de Ja* matrices dadas: 



30 18 40 17 
I 7 17 3 




14 

12 

6 

8 

2' 




6 

IÜ4 

21 

9 

17 


h} 

A = 









7 

ó 

3 

4 

i 




35 

30 

15 

20 

s 




l 

0 0 

I 

4 





0 

1 0 

2 

5 



C) 

A = 

0 

0 ] 

3 

6 





1 

2 3 

14 

32 





4 

5 6 

32 

77 





' 1 

- I 

2 

3 


4 " 



2 

1 

-1 

2 


Ü 

d> 

A = 

- 1 

2 

í 

1 


3 



I 

5 

-8 


5 - 

12 



_ 3 

- 7 




13 



3 

2 

“I 

2 

0 

1 



4 

1 

0 - 

-3 

0 

2 

eí 

A * 

2 

-1 - 

-2 

1 

1 

“3 



3 

1 

3 - 

-9 

-1 

6 



3 

-1 - 

5 

7 

2 

- 7 


2 0 2 2 


Kpta. r(A) = 2 


Rpta* r( A) - 2 


Kpta. nA) - 3 


Rpla + rtAi = 3 


Rpta n.A) = 3 


Rptii, n'A} = 3 
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Delermin.ii’ el rango de Ir matriz A, siendo: A = 


2 14 5 

2 0 “I 2 

1 -l 0 -1 


Rptá r£A \ 3 




Ihilard rangode la iimuí/ A, Vxg R: 


A qué Oí igual al rango de la matriz.: 
valores de x? 



r 2 

X - l 

-1 

-2 " 



4 

2 

1 



A- 

-5 


3 

2 



1 

x - 3 

—7 

áesr 

x+ 6 



8 

3 

-2 

je—1 




Rpia. 

Si 

X 2, 

HA) - 3 





Sí x * 2. r(A) a 4 


’l 

x 0 

-1 

2 3 


1 = 

2 

-1 0 

ar 

5 7 

para diferentes 


1 

0 0 

-6 

1 2 




Rpta. 

Si 

x = 3, 

r(A) = 2 


Si x* 3, r(A>- 3 



Hallar el rango de la nisiriz A, V xs R. siendo 


a) 


I» 


2 

1 

-1 

_2 


4 

Y+1 

-2 

— 4 


-5 

- 2 

.t+2 

2 


1 

-X 

- 2 

3 


S 

3 

“2 

-V 


' 1 

7 

¡7 

3 

- 

0 

4 

10 

l 


4 

-+i 

JfH- 1 1 

X 


10 

13 

40 

x+IG 


Rpía. Paul N 3, í'(A> 3 

Para \ * 2, r(A) = 4 


174) Er.conlrar x para que el rango de la matriz 
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x 1 O x 
0 A X t 
I X x O 
X 0 ] A 


'.l’ii menor que 4 



Calcular el rango de Id matriz 


ftpla. v - + — 


2 ft 

a a 

fi 0 

a ¡i 0 


¡i a -f U 


0 O 
p ü 


para los dilucides n alores rte a ) [i reales. 


o avfi 




Hallar el rango de li niairiz, A. para lodo \ e R. 


Hallar d rango de la malri. A, para iodo se NL. 


4 . 

14 

A*+ C 

[8 

o 

iv 

9 


11 

3 

1! 

jr 

14 

-2 


— 

v -13 


-4 

x—7 

12 

6] 

-5 

2 A-n 

M 

? 

-2 

x-6 

e 

3 

_ i 

mi 

x-4 

a 4 5 

5 

2 

-y+ó 

.v-11 

-3 



1 ’eliar rango etc Ion scg-mernoi matria-s. 


V* 


O 

# 


¡i i r 


' i 

-1 

4 

V 

Afl 

I 1 -[ -! 

i — r t —i 

b) 

2 

0 

3 

1 


4 

-2 

1 

0 

j -i -r ! 


_2 

4 

-1 

? 

j 


ü 2 -4” 


3 2-2 V 

i 4 ^5 


2 3 -34 

3 1 7 

d) 

-2 4 2 3 

o ; 


5 - 2 4 2 

[2 3 0 


3 4 2 3 

T-* 
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CAPITULO III 


i. SISTEMA DE ECUACIONES I 1NEALES. 


3.1. ECUACION LINEAL,-] 


Seal=Rok=C(cuerpo)sí am k" ■*? a- (íT|,) sí <e K* =» * = *•*!' x 2 . x *■ 


f X \ ‘ 
JT, 


Coasiderernos c! siguicnte piwluclo escalar. ía,, a 2 ..... a ... I 


-b , hek 


íil efectuar el producto esífilar se lienc: 


«i*i +n 1 í 1 +™+o il JC Jt =* 




a la expresión <I) le llamaremos ecuación lineal y a los a t * k , i - se llaman 

coerielemos. jc 1 e R se llaman incógnitas. 


3.2, VECTOR SOLUC1 



Un vector a - se dice que es solución o que satisface a la ecuación. si y 

solo sí: ü,k, ■+a 2 u i + ...+ íJ B w n =0. es verdadero. 

Ejemplu.- A la ecuación lineal x, + 2* 2 + 3x a = 4 se empresa en La forma 
n.2„3),{x,,x 3 ,x 3 ) = 4 , que es la ecuación vectorial del plano, un vector 
solución es t i, I si J. en efecto: <U3),H,U>-1 * 2 * 3 *4 
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3-3. SOLUCIÓN DE UNA ECUACION l.)MiAL.-i 

Lin h solución de una ecuación lineal se presenta Eos siguientes casos: 

Itr. Cas*.- En la ecuación lineal *,*, +á,,\ 2 + ... + u a x n -h si a, *0 => 

flj (3 1 

r i “ "””■*2 — x „ +— al asignar los valores a jr,. 

ü i ü i ¿i «] 2 3 * 

se obtiene un valor para jc p , es decir que una sola ecuación con dos o más 
incógnitas tkne infinitas soluciones. 

2d*. Caso.- Si n f = 0, V i y b * 0, entonces la ecuación a i x i +js¿x 2 + ..^a n x M =b 
no tiene solución. 

3er, Caso.- Si a i =0, V i y b = 0. entonces h ecuación «,. 1 . + a , i. + ..+ ¿3 T _ b 

II ■ m Í1 n * 

iodo vector es mi Ilición. 

3.4. SISTEMA bE nos ECUACIONES UNtALKS CON DOS 
INCÓGNITAS- ____! 

Consideremos el siguiente sistema de das ecuaciones lineales con dos incógnitas x e y. 

^ 3***1 3 V = /n 

ííjiJr+a^y = é| ■ "" * 

donde d]!. .fljj son números dados, cada tina de estás ecuaciones son ecuaciones 

lineales, 

La solución del sistema (I) es un par ordenado de números reales (a,b) de tat manera que ' 
satisface a las dos ecuaeionc’, lineales 

« 

Ahora veremos geométricamente cuando se nene solución única, infinitas soluciones o 
Que el sistema sea inconsistente, 


Esto ío veremos medíanle los siguientes ejemplos. 
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Ejemplo- Hallar la solución del sistema de ecuaciones lineales. 



SulllLÍÚíl 


Sumando las dos ecuaciones. 


=s 2 k = 1 2 de donde x = ó 

r — v = 7 


Como x - y =7 =5 y = x — 7 = 6 - T = -í 

Luego el. par (6,-1) satisface a! sistema y vemos que es el único par de números que 
verifican a las dos ecuaciones, por lo i anco el sistema de ecuaciones lineales «ene 
solución única. 


Ejemplo,- Hallar la solución del sistema de ecuánimes. ^ , 

■ ú X ” ¿ V — 1 ^ 

Solución 

Se observa que estas dos ecuaciones son equivalentes y pura vei esto es suficiente 
multiplicar la primera ecuación por 2 y se obtiene la. segunda ecuación 2x - 2y = 14. 

Luego x - y = 7 =* y = x - 7. pur lo lanío el par (x, x - 7) es cusa solución del sistema 
para, cualquier numero real x, es decir que el sistema tiene infinitas soluciones por 
ejemplo (7.0). (I .-ó). (-U-8), (-2,-9). 



Ejem p lo.- Hallar la solución de 1 sistemu de ecnanones j^ ^ ^ _ t 

Solución 

A la primera ecuación multiplicamos por 2 entonces: 2x - 2y = 14 


esta ecuación contradice a la segunda ecuación por lo lamo el sistema no tiene solución 

Ahora explicaremos geométricamente lo qué ha sucedido cu lus ejemplos anteriores, para 
esto recordemos que e! sistema (1 > son ecuaciones de rectas. 

Si las recias no son paralelos se interceptan en un solo punto en este caso el sistema tiene 
solución única. 
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Si las. recias son paralelos y e CP Inciden Le ^ sus ¡n terse cc iones es un numero infinita de 
pumos, en este caso el sistema tiene infinitas soluciones. 



Si las recias son pat aletas j. distintas en este caso no tienen puntos de iistcraeecinn por lo 
tanto el sistema no tiene sol lición 
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!. SISTEMA DE m ECUACIONES LINEALES CON n INCOGNITAS.- 


a) DEFINICION*- A un conjunto de m ecuadores lineales con n incógnitas se 

llamara sistwm de ecuaciones lineales y es de la forma: 

ü uh +l %i*2 + - + a i#^ = A 

... tal 

donde a„ skyb¡mkAm U. m i - IX...» *1sistema iat *puedeescribir 

en la forma siguiente: =¿ r « ' = 1-2,... jn 

h) vECTOR SOIA <€1ÓN*- Un vector u = ( u ¡,u 2 ....*u„ > se dice que « solticum de l 

sistema (a) si es solución de-cada una de las ecuaciones 

lineales del sistema. 

Ai. FORMA MATRIC1AL DE UN SISTEMA DE ECUACIONES 
LINEALES.- _ -i --- 

Consideremos un sistema de in ecuaciones lineales con n incógnitas, es decir 

; a,, x l + cr t; .c 2 +„ x „ = h 
a^ | Jí[ + O 2 2 A‘; + — + «2n At “ 

... 


l ú ^i C l + a m? *1 + '" + fl rnM X n K. 


f>c acuerdo al producto de matrices y de la igualdad de matrices se puede escribí en la 
forma: 
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A X s II, donde 


" a l ] 

ít¡T 

* m ^tíi 

U1 




a m 

“■ n 2/i 

JCj 


b, 

m 

■ 


* 

■ 


- 

• 


■ 



■ 

A 1 »! 


>U _ 

_ J K j 


A*. 


^11 

a \l 

■■■ 

a 2l 

H 2"^ 

•** 0 2ji 



_®r*i] "■■ ^mn 


se llama matriz de Loa coeficientes, también se llama matriz asociado al sistema tfj;» 



X - 


se llama matriz de las incógnitas, 



*, 

b t 


R- 


se llama matriz de los términos independiente 



Si b, = 0 . V i. el sistema (|i) &e llama homogéneo 


Sí b * 0 para algún, i, ¿I .sistema i;|3j se llama no homogéneo. 
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3.7. MATRIZ A UMENTADA.- J 


Considérenlos un sistema de ecuaciones lincaks no ftcnnogéneo. 


+£r i2- r : + ‘“* 

£T-, ] JT| + £í 22 *2 + ■ ’ ■ + 4 -) 2 jt J n 


= h 
— 


CI )t;l ,l I + a ml X l * ■ ■ ■ + a nu¡ l fl ^ 
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i*) 


a Sji matriz, de la forma. 


“i i 
a i] 


“li 


& 22 


«I* 


M 

h. 


— ü *« 






\JC llamaremos matriz aumentada del sistema <*) a ésta matriz podemos escribirla en la 
forma abreviada. 

A, -I** ■ V 


] 3.8. RANGO DE UN SISTEMA DE ECUACIONES LINE ALES, 


Consideremos e! siguiente sistema de ecuaciones linéalas. 


í J i i-'-'i + O] ■'■ni 

ÍJ :1 x, + íi aa JC 3 +--■ + i h* x I , 


r h \ 
= is 


,a m t *i + ü m 1 x 2 + ■ ■■ *' + *n = b * 


donde A =[& u ) es la matriz de ios coeficientes del sistema ¡a) 


... (a) 
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X - [.r-] es la matriz de las incógnitas. 
h — [i? j es la matriz de lo* términos independientes. 

A a = í Ar¿r| la matriz aumentada. 

Ahora coníide remos las siguientes propiedades. 

i> Una condición necesaria y suficiente para que el sis lema (a) sea consistente, es que 
d rango de la matriz de los coeficientes sea igual ul rango de la matriz aumentada. 



Es decir: El sistema (a) es consisten le HA) - nA cl ) 

Si el sistema (a) es consistente, se presentan los siguientes cosos: 


a) Que el sistema ICCI tenga una solución (solución única) esto ocurre cuando el 
número de incógnitas del sistema o* igual al rango de la matriz aumentada, es 
decir: el sistema (a) tiene solución única sí HA) = HÁ t . ) = n , 


b) Que el sistema (ex) tenga más de una solución (chisten infinitas soluciones) esto 
ocurre cuando el número do incógnitas del sistema (a) es mayor que el rango 
de la matriz aumentada, es decir: El sistema (00 tendrá infinitas soluciones sí 
rt, AJ = rl>Q } = k <n. 


OBSERVACION,- Si k < n, entonces in - kl variables ü incógnitas del sistema (ce) 

toman valores arbitrarios, estas variables o incógnitas que toman 
valores arbitrarios se conocen con el nombre de variables libres, variables independíenles 
0 parámetros. 

D Si el rango de la matriz de los coeficientes es distinto de i rango de la matriz 
aumentada, en este ¿aso se dice que el sistema (rr) es i neón si siente es decir; 

Si ríA) ■* r( ) entonces el sistema toci es inconsistente (no existe soluciónr. 

Ahora veremos una representación gráfica 
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Consideremos un sistema de n ecuaciones con ti incógnitas, es decir; 


ÉT, | A] + íí |? At +4.*+ = & 

a 2 1.v, + a yl x 2 + a 2r x n = b. 



X + £i ,-»A- f fíí 


rt/! 



... (ctí 


Rl sistema (ft) Licué solución única ü y sólo si | A i * 0 es decir que el dcLentiinaiite de la 
matriz asociada al sistema fot) es diferente de cero y esta solución está dado por 
i Ar 1 

v =——- donde i == 1. 2...., n y además A r es la matriz obtenida a partir de A» 

\M 

reemplazando la columna i de A por la matriz, columna b, es decir: 


■ c i = 


IAJ 

*! 


X\ = 


I 

*1 


s = 


A,\ 


-41 


donde 
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*1 

ü t 2 

*" °\n 


■^ji 

¿i 

■ rt j™ 


b 2 

ti«i 

■tar* 



«M 

b, 

rir 

... Ojrt 

II 




» A> = 

11 




■ 




+ 




- 




• 




A- 

e 3 

**• &nn _ 


Ani 

h 

■■■ ü tm „ 


Si deií A) = ¡ A | = 0, entonces d sistema iot> es; 

a) Incompatible si | 4, |#0, | A z |s*G, ..., \A n |* 0. 

b) Indeterminado sí | A ] \= 0 . ¡A- 1=0, ... . |„■% ¡ - 0 

La condición de ¡jxxmipati bilí dad de un si vi e in^. de dos ecuaciones, es decir; 

+ v = q 
¡ a 1 jr+¿i, v = c z 


se puede expresaren la forme: 


í[ w í[ 

-—■ =-— ¿ —' . mientras que la indeterminación es,: 
ü : c 2 




3.19. SISTEMA l)E ECUACIONES HOMOGENEAS.- 


El sistema de ecuaciones lineales de m ecuaciones con n incógnitas: 


+ x¡+... + **.*» -bi 

ÍJ-mJL] tiA■ + ... t íi-jj.L.., = / J - 


-Ayy 


^»] • q '-L, 2 w ^2 ' "" T ^«T.ir "n ^Vi 

es equivalente a la forma matricial: 

AX = 9, donde ,4 =[t?^ j es. una matri* de orden nixn X = [a, ] es una matriz de orden 
nstl > 0 es la maLri/ nula de urden mu]. 
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OBSERVACIÓR- 

iQí E] siswtna ( 7 ) siempre tiene por 5 o menos una solución {llamada solüción trismi 
la forma x { = x 2 = ...- á,. = O por fo tanto es consisten». Luego r{A) = r(A_ 


(2) Üna condición necesaria y suficiente para que el sistema ¡y) tensa más de u -1 
solución es que n Al = k < n, donde n es el número de incógnitas. En este caso, el 
sistema también posee soluciones diferentes de la nula, las cuáles son llamada 
soluciones no triviales, partí hallar estas soluciones se aplica el método que se 
el caso de un sistema de ecuaciones lineales no Homogéneas 


( 3 ) Si en el sistema i y) se tiene m = n (número de ecuaciones = número de incógnita' 
entonces una condición necesaria y suficiente para que el sistema tenga sutucioi:^ 
no triviales es que ]A| - O puesia que cii este caso r{A> < cl para el caso de u 


sistema homogéneo, es decir 


í.-ijx-^y+ ^" = 0 

J aix+b 7 y + e 2 z =0 
v i-CiZ - 0 


Si 


a-, 


^ o, 

b l C 2 




¿ o . la solución es única x = y = z = ü 


Si 


a. 


h 
b , 


f i 

c 2 

r 3 


-0, d sistema se reduce a dos ecuaciones indcpeadientfs, la 


tercera seria combinación lineal de ellas, o a una sóla ecuación las otras dos serian 
dependientes, un ambos casos el sistema homogéneo tendría infinitas soluciones y 

] a.\ y+ C 5 Z = 0 
|n 2 j+* 3 y + c 1 ; = Ü 


seria: 


x - 


A, c 

Ih 


1 

e-t 


r , y — 






0 \ 

£?i 


*1 
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i 3.11. MÉTODO DE GAUSS.. 

Para resolver un sistema de ecuaciones lineales usando el método de Gauss. se hace de la 
íorma rigaiente: 


I ro, Sfi escribe una taMa. formada por los coefidfritts do la matriz A (colocando en. el 
lado izquierdo,de la línea vertical) y 3a matriz de los términos independientes h 
colocando al lado derecho de la línea vertical) es decir: 

2dti, Se efectúa las operaciones elementales de filas en ambas matrices de la Labia, 
basta que la matriz A se conviene en tina rnairü? identidad 1. la matriz h se 
convierte en la solución del sistema 


Ejemplo,. 


5.x- y -= 0 


Resolver el sistema de ecuación por el método de Gauss: 


< a + 2y +3; = 14 

4x + J\+2z =16 


Solución 



5 

-1 

-1 

0 -» 

pe maulando /j por /-, 


i 

2 

3 

14 



4 

3 

2 

tb 



I 

2 

3 

14 



5 ■ 

“I 


0 ^ / 
tF 

> -5/ 1 , de /, restar 5 veces /, 


4 

3 

2 

16 / 

j-4/j. de i\ restar 4 veces /, 

1 

2 


3 

14 


n 

-i 1 


16 

• 10 “í 

fz - 2f 3 , de /, «estar 2 veces 

0 

-5 


If) 

-40 

—> 

-i fj, dividir /j en 5 

3 1 


1 

2 

3 

14 



0 

-1 

4 

10 



0 

1 

TI 

4b . 

S -> h +./ii a fj sumar f z 
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1 2 ? 

0-1 41 

0 Q b 

14 

10 

I , 

18 -► 7/3 

0 

l 2 3 

0-14 

0 0 1 

14 — *■ /| _ 3 /j 
10 -* f t -4/3 

L2 - 

- 

1 2 0 

0 -l 0 

0 0 1 

5 —*■ f\ ^2/3 

— 2 —* (“D/j 

3 

1 0 0 

0 1 0 

0 0 1 

1 

• 

1 2 

1 3 


LiJicgu 1 ±l solución x-l , Jf-2 , 

1.12. K.IF.RCIC10S DESARROLLADOS.- ] 



Resolver el sistema de ecuaciones. 


| x + y + í + w - 0 
x + y ■+ i - w = 4 

d 

JF+ y - l + W= -4 
' jc->? + í + h = 2 


Solución 


Aplicando el íDétodo de fiauri 5t tiene: 

11 l l o 

1 1 1 -I 4 -* 

[1-11 -4-+ A-/, 

1-1 1 1 2 -» /i - /i 










y 
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1 ] 

0 0 

n o 

U -2 

1 

0 

-• 

0 

2 

1 

-2 

0 

0 

o 

4 h* h 

_4 “* ~\h 

2 

i 

1 

i 

*1 

0 

0 - 

2 

0 

0 

2 -* ~h 

0 

0 

1 

0 

2 1 

0 

□ 

0 

-2 

4 “» -j/4 

L 

1 

l 

1 

0 -* /1-/4 

0 

1 

0 

0 


0 

0 

1 

a 

2 

0 

0 

0 

I 

-2 

I 

1 

! 

0 

2 -» /, - h 

n 

1 

0 

0 

-1 

o 

p 

\ 

0 

2 

0 

0 

0 

1 

_ 2 

I 

1 

0 

0 

0 /,-/, 

0 

1 

0 

0 

-1 

0 

0 

I 

0 

2 

0 

D 

0 

1 

-2 




i 


I 

0 

0 

0 

1 

0 

1 

0 

0 

-1 

0 

0 

í 

0 

2 

0 

0 

0 

i i 

-2 


Rpta. a - í, y = - I, 



2x — y + w ~ 2 


Resolver el sistema de ecuación.-'. 


-3.x +■ z - 2w = -4 
x+>-í+h=2 
2jc — y -+■ Sz = 6 


;■ w ^ -2 
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2 

-1 

0 

i 

T 

ñf 

“3 

0 

1 

-2 

-4 -* 

1 

1 

-1 

1 

2 

2 

-1 

5 

0 

6 -+ 

2 


0 

1 

2 ”+ 

0 

3 

-2 

1 

2 

1 

í 

-1 

í 

2 

0 

0 

5 

-I 

4 

1 

1 

-1 

1 

2 

0 

3 


1 

7 

te- 

2 

-1 

0 

1 

2 -4 

0 

0 

5 

-1 

: 4 

1 

1 

-1 

1 

2 

0 

3 

*- 

1 

; 7 

te 


Sol linón 

f2 + “/j 

U-h 







n - 

3 

7 

te 


-2 -4 /j + /i 

Ü i 

> 

5 

-i; 

4 

i 

1 

-1 

i 

7 

0 

3 

-2 

i 

X 

0 

0 

0 

0 

0 — > existe infinitas 

0 

0 

5 

-i 

4 

Luego 5z 

— w 

= 4 

=> w = 5z -4 




3y-2z + W - 2 3y - + 5? - 4 = 2 => 3y = -3¿ 4 6 =* y - -z + 2 

x ^y_ z4 . w = 2 =* x=z-y-w+2 reemplazando se tiene: 

x = z+ z-2-5z + 4 + 2 =* x - - 3z + 4 

Luego para, i = t se Tiene: U,y,z.w) = (-3t + 4, -l + 2, l. 5t - 4>. V t € R 



que ion las soluciones del Sistema. 
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(¿) 


Resolvere! sistema de ecuaciones. ■ 


_c + 5>‘ + 4"^3k’ - \ 
2 x—y+ Ir — w = 0 

5,: + .3}' + R-+ h* si 


Solución 



1 

5 4 

3 

1 





7 

-I 2 

-1 

0 

/ 2 - 

■2/, 

RLisiando a /> dos veces /. 


5 

3 8 

1 

1 -* 

A" 

3/i 

Restando a / 3 cinco veces jf t 

i 

5 

4 

3 

1 



* 

0 - 

-n 

-6 

-7 

-2 




0 - 

22 

- ] 2 

~I4 

-4 -+ 

h 

-2/, 


1 

5 

4 

3 

1 




0 

-11 

-6 

-7 

~2 




0 

0 

0 

0 

0 —* 

existe infinitas soluciones 

-lly 

- óz ■ 

- 7 w s 

: 2 

=* 7w 

- 2 

- lly 

2 11 

- 6z despejando h j -- — y 


6 

7 


k + 5y + 4z + 3w s i ^ x = 1 5y-4z^3w 


x = |_5v-42-- + —y + —z 
7 7 7 


E 2 23 

.v = — — v + — 

7 7' 7 


sea z = i, y = X las so!ucionc> son: 


1 2 5 23 

Jf = — -- A+—f 
7 7 7 

V - / 


Z - r 

2 11, 6 

K’-— - — í 

7 7 7 


, 1. A.E R 


® 


Resolv er el sistema de ecuaciones: 


.r+ 5y + 4; = I 

2* + 10y+8z = 3 ' 
3z-hl5y + 12z=5 
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Solución 


1 5 4 

l 

a io s 


3 15 12 

5 - 

i 5 4 

1 

0 0 0 

1 - 

0 0 0 

2 


f : -2/, Resiindo a J\ dos veces 

ñ - Vi Restando a f 3 tres vece s 

sistema inconsistente 


A 

/■ 


El sistema es inconripaiihlt:, por lo tanto no tiene solución. 


© Mediante la regla de CRAMER, resolver el sislema de ecuaciones lineales 

S m — y — z = 0 
i jf + 2y + 3 z - 14 
4jt + 3> + 2:-i6 

Solución 


F.l sistema tiene solución si el determinante de ln.% coeficientes es diferente de cero ¡A¡ * 0 




5 

^1 



l> 

ii 

ii 

1 

2 

3 

- -30 * 0 



4 

3 

-2 



0 

-I 

-1 



A* = 

14 

2 

3 

— _ 

30, Ay = 


16 

J 

2 




0 

1 


5 

-1 

0 

14 

3 

- 60, Az- 

1 

2 

14 

16 

2 


4 

3 

16 


Ar —30 _ Ay _ 60 7 A£.,-90_ 3 

X ~~A~ 30 _ ^ A ~ -30 " A ~-3G 

Luego la soluciónese x = 1„ y = 2* i. = 3, 
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Mediante te regla de CRAMER resolver el sistema, de ecuaciones lineales. 
y-3z + 4w = -5 ' 

x - 2; + 3w - -4 
, 3r + 2y — 5*v = 1 2 
4* + 3y-3í - 5 

Solución 


FJ sistema Tiene solución si el determinante: de los coeficientes es diferente de cero. |A| *0 


A* M| = 


0 1-34 
I 0 -2 3 

3 2 0 -5 

4 3-50 


= -24*0 


áx = 


A: = 


—5 1 -3 4 

-4 0-2 3 

12 2 0 —5 
5 3-50 


0 1 -5 
1 0 

3 2 

4 3 


4 

3 

12 -5 
5 0 


= -24 


4v = 


0-5-3 4 

1-4-2 3 

3 12 0 -5 

4 5-50 





U 

1 

i 

i 

=; -24 

* 

Aiv = 

1 

3 

0 

2 

-2 -4 

0 12 




4 

3 

-5 5 


=- -4R 


= 24 


A* , Ay Ac Ah 

*=““-U >’=—*2 t j = —»1 , h-=— «Cl 

A A A A 


l * solución del sistema es a = I, y = 2. z = 1. w = -1 



Resolver el sistema de ecuaciones homogénea. 


Solución 


f’alculando d determinante de los coeficientes 


x + y + z = 0 
* 3y +■ 6y + 5c — 0 
x + 4 y + 3 z = ü 


éetfA) = |Af = 


1 l 
3 Ó 
1 4 
























Sistema de Ecuaciones Une ah 5 






Como f A t = 0 el sistema homogójeo tiene soluciones distintas do cero, 
sistema formado por dos. ecuaciones 


l*+y+I = 0 . . , 

de donde se tiene: ;r - 

1 1 

r, y - 

1 1 

[3je+6y + 5z = 0 

6 5 


3 5 



x = -t, y = -2t t ¿ = 3i, te R 


Sea el sistema de ecuaciones lineales 


jf+y-3c + ¿i = l 
2jf-4y + 2íi -2 
x-2c + -3 

3jc-4 v- 2í - A 


Solución, 


1 

1 

-3 

u 

1 


2 

-4 

0 

2 ! 

2 -3- f 2 

-Vi 

t 

0 

-2 

3 i 

3 -i /, 

“/i 

3 

“ 4 

-2 

n : 

A u 

-3/, 

l 

1 

3 

l 

1 

T/l 

0 

-ó 

6 

0 i 

0 -+ 

0 

-1 

1 

2 

2 

h 

0 

-1 

7 

-3 | 

A-3 





1 



1 

1 

-3 

i 

1 


0 

J 


0 

0 


0 

-1 

1 

l 

2 ^ 

/j + /i 

0 

-7 

7 

-3 ! 

A-3 -* 

/ 4 +Vi 

1 

! 

-í 

1 

0 i 

1 


0 

1 

-1 

0 

1 / 

“™* JTi 

0 

0 

0 

2 | 

2 

2 3 

0 

0 

Ü 

-3 1 

A-3 


rcseih ¡ende el 


9 1 

r 

3 (j 
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m 


11-3 1 

<■ 

1 

T 

0 1-10 

0 

0 0 U 1 

! 

0 0 0 -3 

X-3 -í /„ + B/j 

1 1 -3 0 

0 -» /l “/! 

0 1-10 

0 

0 0 0 1 

I 

0 0 0 0 

A 

10-20 

0 

0 1-10 

0 

0 0 0 1 

1 

0 0 0 0 

X 


El sistema es compatible sí K = 0 
E\ sistema es incompalible sí k ¿ 0. 


Si ?. •= 0 el sistema tiene infinitas soluciones: 


U = I, y - z = 0. x - 2z = 0 de donde k = 2?. y = ?, u = 1 



Sí 7 . =■ i 


.T = 2i 

v =; 

- » V re R 

z-t 

u = 1 


Discutir el s[guienle disienta de ecuaciones: 


S ni lición 


x ■+ y + ‘ + i* + u - 7 
3x + 2 v + z + w - 3 íí = -2 
y + 2c + 2w + fru — 23 
5.v +4 y + iz + 3w - ir - 12 


11111 7 

3 2 1 1 -3; -2 -> f 2 -3/, 

0 12 2 6 23 

S 4 3 3 -1¡I2 f.-Sf, 













Sistema de Ecuaciones Lineales 


331 


1 1 L 

Q -] - 2 
U 1 2 

O -I -2 


1 1 1 
O -1 -2 

0 0 0 
0 0 0 


1 L 7 

-2 -6 -23 

2 6- 23 —* /j^/t 

“3 -6 - 23 -* /*“/> 

1 i ! 7 

„«| g B „ 

_ ' ] “ => K Al - ti A ) - 2 el sistema e$ consistente 

O O | O 

O O • O 


N° de incógnitas > N 3 de ecuación =* 5-2 = 3 variables o parámetros 


y -+ 2z + 2w + 6u - 23 


ÍJf= z + ^+5h-16 d 

Lneao , z p w f u € R 

'■ v23-2z-2w-6ii 



2* - y+32 = 3 
3a' + y - 5? =0 
4.v- y+1 = 3 
v + 3y-]3j - -ó 




2 

-1 

3 1 

3 


/ 1 J /4 

3 

1 

“5 | 

0 



4 

-1 

I ! 

3 



I 

3 

-13 

- íi 









I 

3 

-13 

^6 



3 

1 

-í 

0 

-+ 

ft- 3/i 

4 

-1 

! 

3 


A -4/, 

2 

-l 

3 

3 

-* 

A- 2 /i 

i 

3 

-13 

—ó 



0 

-3 

34 

US 


< 

t 

< 

0 

-13 

53 

27 
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i 

3 


-13 



0 

-1 


5 

3 


0 

-13 


53 

27 -4 

h -i v 2 

0 

-7 


29 

15 -* 

h -V = 

1 

3 


-13 

—6 


0 

-1 


5 

3 

j 

0 

0 


12 

^12 - 


0 

0 


-ó 

-■■6 

1 





-* 

“ , /j 






Ó 

1 

3 


-13 

-6 


0 

-1 


5 

3 


0 

0 


1 

1 


0 

0 


1 

1 -4 

h ~h 

1 

3 


-13 

—Ó "4 

/, +13/j 

0 

-1 


5 

3 —* 

fl ”5/3 

0 

0 


1 

1 


0 

0 


0 

n 









I 

3 

0 

7 ^ 

/| + 3/2 


0 ^ 

-1 

0 

-2-4 

“ /j 


0 

0 

1 

1 



i 

0 

0 

1 



ú 

i 

0 

2 



0 

0 

1 

I 



linmnces rl/'l’l = rlA a ) = 3 — el sistema es consistente y tiene solución única. 
Luego k solución es: x = 1, y - 2, t=l , 



x } - 2x 2 + 3-v, - 4,v 4 + 2,i« = -2 
.Tj + 2x : - x 3 + flx 4 - .v, = -3 


Resolver d sistema de ecuaciones. x ] -x-> -2aj l\ A - Ü.u, = 10 

O.v, + x : - x, - z 4 - 2 a\ s -5 


2.v, + 3,a, : Xj + x 4 + 4j 5 - l 




















Sistema de Ecuaciones ¡U/irales 


SoInciAn 


Aplicando el método de Cauv-. 


1 

Jir 

3 

=4 

2 

_2 


1 

2 

-I 

0 

-1 

= 3 -> 

h-fi 

1 

-! 

i 

Am 

-3 

0 

30 -* 


u 

1 

-i 

-1 

-2 

-5 


2 

3 

I 

\ 

4 i 

1 

A-Vi 

] 

“2 

3 

-4 

2 



0 

4 

-4 

4 

-3i 

-1 -* 

/; ■* f~s 

0 

i 

-1 

I 

„2; 

12 


0 

1 

-l 

-1 


-5 


0 

7 

-7 

y 

0 

5 


1 

-2 

3 



-2 


0 

1 

-! 

l 

“2 



0 

4 

-4 

4 

-3 

-1 -+ 

f ¡ r4 /: 

0 

1 

-1 

-1 

-2 

-5 -> 

i i ” /i 

0 

7 

-7 

9 

0 ’ 

5 

/ 5 -7/ 2 

¡ 

-2 

3 

-4 

2 

¡ -2 


0 

1 

-1 

1 

—2 

12 


0 

Ó 

0 

0 

5 

: -49 


O 

0 

0 

-2 

0 

-53 


0 

0 

0 

2 

14 

-79 “* 

/s + A 

1 

-2 

3 

-4- 

5 

-2 


0 

1 

-1 

1 

te 1 

12 


n 

0 

0 

0 

5 

-49 


0 

0 

0 

_2 

0 

; -53 


0 

ü 

0 

0 

14 

í-96 

1 , 




—y - Jr 

14 5 
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J34 



1 

-2 

3 

-4 

2 

“2 

0 

1 

-1 

I 

da 

12 

0 

0 

0 

n 

5 

-49 

0 

0 

0 

-2 

0 

-53 

0 

0 

0 

0 

1 

48 
" 7 

1 

-2 

3 

-4 

2 

-2 

Ó 

í 

-1 

l 

-2 

12 

0 

0 

0 

0 

0 

10 
’ 7 

0 

0 

0 

_2 

0 

-53 

■ 

ti 

0 

0 

0 

1 

_ 4 S 

7 


h -S/ 3 


r{4) flt ri A. t . ) el sistema es ¡ncttiHisieisie 
=> no hay solución. 


j: + 2z -s 3 


Fari qué valora de a y b el sistema de ecuaciones: 


jt+ v + (4 éi + 2) z = S 

2-v+ zy+5z = 2 


tenga solución 


3x + íy+7? = í> 


única. 


1 

0 

2 

1 

1 

I 

4¿i +2 

1 -* h~í\ 

1 

tí 

5 

2- / 3 -2/, 

1 

a 

7 : 

í> -* / 4 -3/, 


l 

0 2 í 

1 ’ 


0 

E 4a 

0 


[1 

a l 

0 


0 

a e 

h-J -> /j' A 


\ 

0 2 

J 


0 

1 4tí 

0 


0 

a 1 

0 -* /j -íi/ 2 


0 

0 0 

fr-3 

1 

0 

2 


0 

1 

4ci 

0 => <r = i 

0 

0 


4- 

4a — ! 

0 


Sol 1.1 don 


h - .1 ]'ii i ijuc sea cimsisLeTile 


=* ¿i =± 

2 















Sistema de Ecuaciones ¡Jarales 


E! sistema nene solución única sí K-M - c{A a j 


b - 3 = 0 a 4a : -1 * 0 » h = 3 , a 


I 




Dado el sistema de ecuaciones linéate*. 


2jt- y+: - m 

j jit2r + : = fl ¿Para qué \ al orí $ de m.n y A el 

3jt+ y+2z = k 


sistema es compatible? (tiene solución pero no única.) 


.Solución 


2 

-i 

1 

m 

-> 

permutando 

1 

2 

L 

n 



3 

1 

2 

A 



1 

2 

1 


n 


0 

-5 

-1 

m 

- 2 n 

AS 

i 

T 

0 

-5 


A 

3n 

~* fj J 3/i 

1 

2 

1 


« 


n 

-5 

-1 

jjf -2it 

0 

0 

0 

A 

— m - 

- ti -¥ f 3 —fi 


El sistema es compatible sí A - n - iü - 0 \ - n +■ m 

Además como r( A) = r{ A a ) = 2 y es menor que él número de incógnitas entonces el 
sistema Tiene infinitas soluciones (no tiene solución única). 



Para qué valores de a. b el sistema de ecuaciones lineales. 
Tiene ») Solución únicé. bl 


3a -2y + Z =b 
i S;r-8y+ 9z = 3 
2x + \ +az = -l 

i r 

No tiene solución 


id Infinitas soluciones. 


Solución 





















fidtíürdo Espinaba Ham/is. 


3 

-2 1 b -+ fi -/j 

Restara / t una vez 

5 

‘@9 3 


2 

1 Q -\ 


1 - 

■3 1-íJ ¡ fr+l 


5 - 

8 9 i 3 -f 

Reslar a _/j cinco veces / ( 

2 

«!-!-» /j ~ 2 /i 

Reslar ¡i /j dos veces /, 

í -3 

1 — íJ ¿ + 1 


0 7 

5a+4 -5fr-2 


0 7 

3fl—2 i -2£-3 -»■ / 3 -J% 

Reslar a /> una vez / 2 

1 -3 

1-íí £>+1 


0 7 

W4 -Sh-2 


0 0 

-So “6 3¿-4 



a) Solución única: sí KAl = r(A.) = 3 


aí-J y b* ~ 


úi No tiene solución sí a = -1 v h * —— 

3 


e) Tiene infinitan sí a- 3 y ¿* = ^ 

3 


ResoE^er e] si sien) a de ecuaciones lineales. 


x + 2v - —Aw - 6 

j jc+3> -tz-2w= 4 
2jt + 5 v - 1- - 5u = 10 


Solución 


1 2 

-3 

-4 

ó 

1 3 

1 

_2 

4 -» h-h 

2 5 

-1 

-5 

10 “♦ A-2/i 

1 2 

-3 

-4 

6 

ü 1 

4 

2 

-2 

0 1 

4 

3 

"2 -* 


Reliara h Illa f 2 una ve? la fita /, 
Reslar a la fila f s dos veces la fila /¡ 


Restar a f 3 una ve? Ja fila /, 

















Sistema de Ecuación* s Lineóle s 


t 2 -3 4 1 

A — r /| +4/^ 

sumar 3 /, eualfo veces 1 . 

IJ 1 4 2 

-2 —* /i-2/j 

Restara / : dos veces 

0 0 o i 

0 

% 

1 2 -3 0 ; 

6 


0 14 0 

-2 


0 0 U 1 

0 



Como r{¿4) - f<A a ) = 3 entonces d sistema es consistente pero como r( A I - 3 < 4 
{número de incógnitas) por lo tanto hay infinitas soluciones, y e! número de variables 
libres es4 - 3 - 1 

Luego w = ÍX y + z=-2 =4 y&-2-i 


1> 


(í) 




® 


x + 2y _ 3z = 6 ^ i? = 3z - 2y + 6 = 3z + 10 4 k = !0+5£ 


3.13* 


Luego para z = t se tiene: 


A-lÜ+Sr 

.^-1 í 

£ = r 


w = 0 

1. 

EJERCICIOS PROPUESTOS.-! 


Mediante (3 regla 

x + 3y—z — 0 x = l 

3* - 4y + r = 2 Rptíi. y = 2 

2* + 2y + ; = J3 2 = 7 


jc + 5y+4í = 1 x ~ 

2,i - 5 y + 3: ~ -3 Rpto. y = 0 

jr + 9 y + 5¿ = 2 2 = 1 




,v+ +2’ +3 h - 1 
- > - 2 — 2w = -4 


Jt = -l 

y = -l 


Rpía, 

2 j+3 y - z — w= — 16 ; = 0 




a + ^3l--4 


H 


= 1 


íe R 


2a + 2y - z - - 
x- 3 y - 2z = 2 
3a + 4 v +1 = 1 

a + 2v+:-h= 2 

3.V - y-z+w = 3 

2, í — y + lz — 4w — l 
4x-3y~2z + w=$ 

2-i - y-z— 4 

3. v—4y - 2r =11 
3jt- 2v+4¿ = 11 


a = 3 

Rpta, y = -i 

z = 2 


Rpla. 


X = I 
v = -1 
: = 3 
w= 2 


A = 3 

Rpia. y —1 
z = \ 























m 


Editarán Espinazo Rumos 



x + y + 2; - -1 


X = 1 


3i42 v4 ; = 5 

x - 2 

© 

i - v + 2 r = -4 

Rpla. 

y = 2 


2i + 3y 4^ = 1 

ItpUi. v = -2 


4.1+ y + 4; - -2 


z = -2 

* 

2i + i 4 3; = 11 

5 = 3 

® : 

d# 

x 4 2y 4 4- = 31 

Si + y + 2z - 2# 
}x-y+z -\0 

RpJa. 

x = 3 

y = 4 

2 = 5 

(Í5) 

14 2v + 3; -2w = U 
2jC“>’ - 2z-»V = & 

_lv 4 2y - -4 2iv= 4 

2 r-3y + 2z 4 w - -8 

r=l 

Rplik, 

r = -1 

K = -2 


i + 2y + 3^ + 4w = 5 


jr= -2 


y-3- + 4n - -5 

i = l 

® 

2i + y 4 2” + 3w+ ] 

3i + 2 y + z + 2 w -1 

Upta, 

y = 2 

2 = -3 

® < 

ir“ 2; + 3 h = —4 

3i + 2v-5h=I2 

v - 2 

Rptü. J " 

z = ] 


4.í + 3y + 2r 4 h/ = -S 


w-1 


4i+3v-5: = 5 

K. * 

H’= - l 


2jt - y+3 ; 4 2 m =4 


i = 2 


x 4 3y + 5; + 7 iv = 12 

1 = 1 


3.v 4 3> 4 3.' + 2 h = í> 
3 i- y - z + '2w— t> 

Rplu. 

y - 0 

5 = 0 

© 

3.i + 5 y 4 7 ~ + iv - 0 

Si + 7 y 4 z 4 3 K 1 = 4 

V as: — 1 

Rpta. 

5 = C 


3-t - y 4 3 j — iv - 6 


4' = fl 


7j 4 y 4 3; 4 5n’ - 

iv = 2 

III Resolver los síguicnics 

s isleños de ecuaciones 




(ü + Hj—(¿ i -J?|y = 4*6 
(£i4¿íi + (éi + íj)y ■= 2 {vj -b 

) 


fi- = a*fr 

Rpta» \ 

{ y = a -b 



© 




© 


x coser - y sen a = tos' « 
x seno f y coa a. = sen la 

ay 4 hx “ c 
’ ex + az-b 
cz + cy = a 

Í44=] 

í 5 5 
x y 
5^5 

2.t 

7^10 1U 


I.>-Ü = 2 

5 

_ií + X + ^-0 


Rpta, 


x — OÍS fl 

v - •sena 

* 


r = 1 

ftpia, y = 5 

; = -l 
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x + 2y + 3z^-l 
. 2x+y-4z= c > 

| x - v i- 2 z = -2 



x + y + z - 6 
< 2.v- y+ 4: - 12 

- 3,t + 2y~ z-4 


Rpti, 




_ O 
S 

„ 7 

R|jta. y = 


11 

8 


III) Re so! ver d si steifta de ecuac ionc s linea te v homogénea, 



3.v+4y 4 5 = 0 
jr+2j-3zs=0 


x = -22/ 
tipia, y ^ 14/ , Lt R 

i-2/ 


je 



jc - 2 y + z = fl 
x + 2y-3: = 0 


Rpfii. \ - y - ? - 1 



ti 1 !'— 2 uj" +j(í' iy + ^ : = 0 
2.1 + 2) 1 -3- - O 


x — 2í 

Rfílílr _V - f 

z = 2¿ 


1 x+ y + z + w - 0 
z + 2v + 3z 4 4>v = U 
x+3y+ 6z + I0w = 0 



x + 4 y + 6: + 4iv+ n = 0 
x + v + ; + (jw+ 4 h — 0 
- 4x + y + z + 4v+<ítf = 0 
6x + 4y + z + h'+4w - f) 
4,v + 6 y + 4 z + vv-f ir = O 


Rpl», jí = y = z = w = Ü 


Rpla. x *= y = / = w - u = 0 


















Liiuartto Espinosa Rumos 


14 A 







3 

.1 b.—f 


jt + y + r = 0 

7 

-2x+Sy+2z =0 
-7jt + 7y + z =0 

4 

Jípla* y = . te R 

- t 

2.í4 2 y-;+ í¡- 0 
-.r- y■+■ 2 z- 3n-'+ u = 0 

i 

x+ y~2: -u = 0 

Z + H r + li =0 

jt - — J í -1 

Rpíi* z = - r 

w - 0 


u = f 

2x+ y + 3r =0 


Jt + 2y =0 

Hpta, *. = y = t = 0 

%T 

+ 

N 

II 

O 


j 3.t + y + z + w = 0 

15 v - y + z - h» = 0 

t _ - 5 t y = ~ 

Kpla, 3 

z = 5 , w = / 

2.t - 4y + z + u' - 0 

—0 

-2>'“ 2z -w = 0 
x + 3 y •+ iv = 0 
jt - 2 y - I + w = 0 

Rpta* x = y - / = w _ 0 


TV) Mediante el método nutricia!, resolver los siguientes sistemas de ecuaciones. 



jc + 2y = 7 
Ix+Sy ——j 


.t= 41 

y = -17 



jh- 2.v + 2- --I 
j-^3y + z = 4 
.v+3y + 2r = 3 


' .c ~ 7 

lípta, y - 4 

Z ~-l 



2 jc 4 y 4 z = 7 
3,v + 2_y + z = -} 
y ¡ + z = 5 


y-1 

Rpla, y = -II 

i = 11 


í^j [ i? 
















Sistema de V. cu aciones Lineales 



5 5 5 

* + Z_*±.- 2 

5 5 5 " 

-*» + JU-L«0 

5 10 10 


* = l 
Rpta. y-5 

z "-1 



2a + 4y+ 6¿ = 1.6 
■ 2jc - y + 4 r - 7 
2x- y-i-z = i 


A=0 

Rpta, y = I 

i-2 



jt— 3y + ¿ = 4 
í 2 jc - y + 0: - -2 
4a~Ov-3z = U 


Kpta. 


30 

11 

3fi 


40 

11 



X + y-2Z = 1 
<> + z = 2 
jr - 2y - 4z ~ -4 



25 

RpLu. y = — 

r 7 21 

5 

~ _ 7 



3a + y + 7 z+9h' = 4 
,c+ y + 4? + 4 h-= 7 
-A + Üy- 2 z-3h = 0 
-2a- y "4 í - 6iv = 6 


Kpl-'i. 


x^l 

l =10 

H r - -7 



2a - y + z - 4w = 32 
Ix + 2y + -w■= 14 
— y + z 4- w = í 1 
A + y -* 4 j - 2*. = -4 


Rpta, 


j = 3 

y “5 

z = “1 


iv =3 
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x+y—z+w ^4 
2jc-y^3í-2w=l 
x- y + 2k ? = 6 
3 x-y + z-w = Q 


Rpta* 


_ J_ 

A ” 2 



_ 77 
7 3ü 

» = m 

30 


VI 


U&sukln operaciones elementa^ resolver d sistema de ecuaciones lineales 



3 .r-y + í + 2 » = |& 
2 jc —5 >> +«+ v* = -7 
- x - y + 2 w == 8 
2 y + z +f£ - w= 10 
i J + y- 32 +ar = 1 


A = 5 
V “ 4 
RpLa. z = 3 

a = 1 
w = 2 



x + i - w s -4 
2 jrty-í + * = 8 
-'jc+2j-2i»f = -5 
* + 2 £-^ 2 h-' = 3 



jr+y-í + Hí -0 
ix-y + 2¿ + 3w=7 
r■+■2y -2z~w--[ 
3z + >* = 9 


* = ] 

Rpta. > = 1 

s=-; 

iv- - 3 


Rpla. 


X - í 

-2 
z = 3 


H- - 0 


13 


© 

x + y + z = 6 

3 




Kpta. v — — 

■ 



-3i+2y-s = -4 

4 




21 
























Sistema de Ecuación s Lin tules 



2x+ y + .:+ kv^íi = - 
,v + 2_v + í -t- H s + u - O 
■ y + 3 z + >v+« ^3 

X+ y + ; + 41 w + u = -2 
A'+ y + Z +■ w-t-5a = 5 


x-1 

ye-1 
apta, z-2 

w = -í 

Eí — 1 



x+y + 2z + 3w = l 
3-v -y—z ~ 2w - -4 

i 

2x + 3 y - z - w = -ú 
| ar-H 2 y + 3c- h = -4 


jc — — I 


Kjila- 



w-l¡ 


vn 




© 

© 




3a + 2>+z~5 *" 

■ a + y+-z = O Rpta, y = 3 


4-t- >‘ + 5; s 3 

^ = 2 
k. —• 

2a+ y-i = 5 

A" — ! 

jt“Zy4-2i ="5 

Rpta, y = 5 

7jc + j-2 = 10 

n 

II 

u 

"x+y - Z + H' = 4 

A = i 

2jf-jM-3c-2iv«l 

* 

Rpla. V = 2 

x - y + Oí + 2 k j = 6 

■y — ■ i 

4. — 

3 a - y + z - h - 0 

w = 4 


ii 

r Jl 

3.x- y + z + Oüf ■+■ 2w = 18 

y = 4 

2a - 5 y+0 z + (J + w = -7 

i 

Kpla. r = 3 

X - 0y + Oí - d + 2 iv - S 

tr-1 

[jt+ y-3e+cf+ üw= I 

* 

li 

2.v + 3y - t = 5 

r = t 

-i 4 a+4v-3c = 3 

Rpta. y - 2 

2.v- 3v + z - -1 

1 = 3 
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í duanlct Espino?® Ramos 



'Sx + iSy- r + 2iv = -3 
2,y - y- ’4 w- r =0 
-S.Y + y +2;- w= 3 
5je + 2y+ 3; - n'= 4 


y = Q 
v “Ó 

Kpíüt 

: = i 

W = “ 1 



x 4 y - " 4 w = O 
Ix-y + 2; + 3 h = 7 
x 4 2y-2r-vt'T= - ! 
Ox + O y + 3s + w - 9 


x = I 


Rpla* 


y = 2 
; . = 3 
u - O 



2x + >i-z = 5 
' V“2> + 27. = -5 
7 x + y - z “10 


Rpla. 


x— 1 

y = 3+ i . i e R 

£ = f 



2xt4v+ 8; —2w = 4 
x + > 4 3 ? = 5 
4.í + 6.j 4147 - 2w - ] 4 
i - y+ Z+2w= 31 


3 3ii f mitas relaciones 
Rpta. rsS , y - t 

z-0, w = 34r 



y - 3 r 4 4iv = -5 
je— 2y + iw - -6 
3x4 2y-5*v - 12 
4x4 3y—5i _ 5 


x = 1 
v = 2 

Rpta. 

Z = \ 

wM 



2x 4 4y 4 - 3ft 

■ 4x4 5y+6™ - 24 

2x 4 7y +12c = 40 


Rpla. inconsistente 


© 


x+y+’+r=4 
2x~ y 4 z+3t = 5 
4x4 y + 3; 4 5i = 13 
”3v- z +1 - -3 


Rplu. x = y = i — i - 1 





















de Ecuaciones Lineales 


M5 


© 


© 


VID 


© 


© 


© 


© 


x + y + c +í - O 

X+x+Z-l- 4 

y— v +z + í = 2 


Rpiti, 


t = -4 

r - 2 

i - — 

V = —1 

x = \ 


Rpta. 


w 


= 1 


== 2v-.r 


x - 2y + z + w = I 
A-2y + z - w = ■ í 
a-2/+ z + Sh' = 5 

Analizar con detalle que tipo de solución tiene el sistema de ecuaciones lineales y 
resolverla, 


x + >' + í+ |V=0 
x + y + z - w = 4 
Ix + 22 - w ■ = f> 
x — y + r+ w = 2 

Í5x + 2v-2Z”3 
2 c + 3y ~3í = 4- 

5jt-2> + 4í = 2 

3j + 4v+2¿ = 3 


,v + 2y + 3j—«*= 1 
3x + 2 y +- z - k - 1 

2x + 2y + -7'U-\ 

5.x + 5y + 2s = 2 


Rpia, inconsistente 


Hpta, inconsistente 


infinitas soluciones 
-!9-fi5r 


A = 


Rpta. y - 


ó 

11 + 43r 


ó 

1+5/ 


,ieK 


¡t -1 

infinitas solución 

-51 + 13/ 


2x+ftv—Sr + lUu 1 - 6 
x + 2y-3i +w= "8 
lr+ y+42-wslO 
X— v+2z 3n' - “4 


Rpta. y = 


7 

5*4— S6í 

7 

41-4/ 


w = t 
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2x - V r H' = 2 
’ 3-1 + Z- 2\i = -4 
t + y - z + w - 2 
Z.t>' + 5í - 6 






'2x + 2y + 4; + 4w = 3 
Sx + 4y+3n/ = 7 
■ jr+ z + iv = 1 
5x + 4v - 6w - 6 

{ .í - 2y + 3r + Iw = 2 

x—2 y +■ 3; - 4w = 4 
- y - r -i- ir - -3 
r+ly-lu- - l 
-7y + 3: + w= -2 



jf + 3 y - 3c - 4u - 6 
' a + 3v+ z - 2 u =4 
2 x. + 51 - 2 z - Su = l O 



- a + v + i - w = -4 
3j-2y + 2í -3 ívss“14 

12x+ y- z . + n- = 9 
2z — 3 iv - 


iiifiüiliis Mjluui tici 
y = 4-3/ 

Rpta, > = 2 ~ j! » t € R 

z-i 

u = -4+5/ 

3-i 

4 

1 “í 


1-3/ 

Kpta* g= - - , t€ R 

4 

H ■= t 

infinita!; soluciones 

infinita solución 
x = -ft 

Rpla* .v = 3+J“ , i € R 

z = ó + 2/ 

Ü S J 


mónitas solución 
34 

x = 3/- 

3 

10 


Rula. y = --4r 

3 


le R 


h = — 


8 


infinitas solución 
418 


n # 75] 

Rptá, v —- 

' 14 


233 

14 


ii =5Í 
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x-2 y + 3: -4v4 2« - -2 
y+2y — z-i/ = -3 

■ .f - y + 2;-3u - 10 
y — z — >v— 2u — -5 
2.x + 2 v - ’ + iv + 4 m = í 

x + y + z 4 tí + w - 7 
3jr+2y 4 z + u - 3iv «= -2 
y 4 2; + 2u + óic = 23 
5x4 4 y ^3; 4 3u — w =t 12 

jc4 5>’+4z+3w-1 
• 2.v- y •*■ 2: »v =0 
5_nr + 3y+S; + w = i 


V4.7V + 4-’ + 3 VI.' = 1 

2.x - y + 2 z - vi/ - G 
5x 4 3 v ■( Sí + H = l 


x + 2 y + 5z+ IÓh"= 2 
— „y- 2z - 4iv - 4 
2x 4 4y -i Sz+lGiv =¡0 

! v + Z + 2u- = 2 

■ ■ 




ftpta, inconsistente no tiene solución 


infinitas solución 


Rplíi* 


a - —16 + - + u + 5w 
y — 23 - 2; - 2u-éw 
Z, u, wé R 


infinitas solución 


Rpta, 


-Iji + 2v + l 


x- 

y = 


ii 

■Hfwi - 7 v 4 2 

”TT 


. u,ve R 



infinitas solución 


Rpta. x 

v 


] H 2 

—-£ J,. —. K' 

u n ii 

J_ 14 __7 , T 

n i r u w 


infinita', solución 
j = - 4 - 2 /~ 4 A 
Kpto* y = —2 — 2t 2Á 
Z " f 

>i = A 



jt + 3>4 5í-4w==l 
X + 3 y 4 2." - 2 + +1 = - S 
i.r-2y+í-w-f = 3 
a — 4y +- +w-í = 3 
JT 4 2 V + Z - W + í — 


infinitas solución 
jt = 1 - A 

Rula. ' * A p R 

£ — 0 

w = A 

/ = —2 - 2A 
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,v+ 2 y- 3 ; + 4 f =2 
2 ,r + 5 y- 2 ; + i = 1 
S k + I 2 v- 7 ;+Gt = 7 


Rplü- es inenm i átenle no tiene solución 



x - 2 y + z = 7 
- 2 a - v + 4 .: = 17 
3 r- 2 v-h 2 ; = H 


so! Lición uní L”i 

Rpla. 

x = 2 , y = -l , 7-3 



2.f- 5 y + 3z - 4« 4 2/ = 4 
' 3 a - 7 y + 2z — Su + 4r = 9 
5a - iO v - 5 z-4u + 7{ = 22 


infinitas solución 


Rp>lu. 


r =26-11. I5f 
y = 1 2 + 5z - Rr 


u - 3? 



x-3y-2; + 4j = 5 
h 3x-8>-3z + & = 18 
-A - 3v + 5,: -4/ = i 9 


infinitas solución 
Kpía, x -14-7c+8/ 

y = 3-3í+4í 



2.v + 3y = 3 
■ x-2y-5 
3 a + 2 y - 7 


Rt»tá, 


solución ú nica 
x = 3 . v = -1 



.v+ 2 y- 3 z + 2 / = 2 
2 x + 5 y-Bz + &r = 5 
3 a +4 y-Sz + 2 / - 4 


infinitas solución 
R|jrla. e = 2i — z 

y = l+2z-2í 



* + 2y-; + 3,' = 3 
2.t+4> +4¿+3/ =- 9 
3 a+ ñy - z + X: -10 


infinitas solución 
Kptu. x = —- —í — 2 y 

7 


1 r 

z = - + - 

2 2 



'x + 2y+2z-2 
3 x -2 v-z = 5 
2 .T- 5 y — - -4 

v+ 4 y + óz- 0 


solución única 

Rpia. A = 2 

y = ] 

Z = -l 
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VIH} 

© 


© 


x + 5 y + Az - i 2t = 3 

3.v - y + 2; + 5/ = 2 

Rpta. Inconsistente sin solución 

2a + 2 v + 3; - 4/ = 1 


Í4Xrr2>'+ z = 15 

solución única 

| -_Tr- y t4; = 8 

Rpta, * * , 

¡ x— y + 3z = 13 


X + 2y-z = l 

solución única 

' 2,t + y = -2 

v ,2, I — I 

- x+ v+3^ = 2 

2 ' 6 4 


Determinar el valor de k para el sistema sea campal i Me o tenga solución. 


¡3jt+5v + 12z - h — -3 
j+ y+ 4;-w = -ó 
2y + 2.: + w =5 
2;. + Jht' = 9 


Kpta. i) Es compal ¡ble sí k * 1 

11) Tiene solución única k * -1 


Que % alores debe mniar t y >, para que el sistema: < 


ix + Ay + z = 1 

.í + rAv + ; = A tenga so luciún 


única? 


.v + Ay + íz = I 

Rpta. Para que tenga solución única k * 0, t - I. l = ? 


Q Hallar d valor de k para que el sistema de ecuación 

i) Tenga soluc ión única 

liiI Inconsistente (no existe solución ) 

Rpla. U tí±l solución única 
US} k = 1 no existe salación 


3x + 5y+2E-H p =*-3 
x+ y + 4r - *v- Hb 
2 y + 2. z + w-' “ 5 
l Z -k 2 H = 10* 

- 4 

U} Infinitas soluciones 


ii) k = - I infinitas soluciones 
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Hallar Ion val ores de a y b para que el sistemo de ecuaciones linéate* 


3,t - 2> 4 z = b 
5xSy + 9z - 3 
2.14 y -f uz = -1 


icnjia i| Solución única. 

m N« tiene solución 


iil InFiniiav solución 


Rpia. i) Solución única sí a ^ - 3. h ? ■j 


ii) Infinitas solución sí a = 3. b -■ 


i ti) No liene solución si a = -3. b * - 

3 

Elejgir el valor de k de tal modo que -el sistema de ecuaciones icnipj solución: 
2 ji “ y% + w = 3 

jr+ 2> - Z + 4h’ = 2 Rpta. X* 5 

jt+ 7y-4z + í lw r = X 


© Hallar el valor de A para que ct sistema de ecuación: 


„r + 2 y + .: = 3 
.x + Áy+z - A + l 
2.c + 3_y+ (A + 2 je = s 


tenga 0 Solución única. 


íii| No i ¡ene solución. 


Rpta. i) Solución. única si X x 2 


iii) No [teñe solución sí k - O 


ii) Infinitas soluciones. 


ii) Infinitas soluciones si A - 2. 


© 


Dado el sistema de ecuaciones lineales. 


«jf- y + 2 z - +u 

j+ ú-y ■ ; = I dcii:rniin£ir el valor de a para 
3a + v + z - a 


que el sistema. 










Sistema de Ecuaciones Uttf.alrs 


3M 


i) Tenga solución única, 
til) Su renga solLición ! 

1 

ttpta. i) Solución única sí a ¿ 2,3,— 


iíh Tenga in finí Las soluciones 


\\) Infinitas solución sí a = 2. 


m) Nf> tiene solución sí a =■ 3- 



Dado d sistema ce ecuaciones lineales. 


x -r- y + z +■ w - 5 
x - v + 2.’ + 3w — ib 
2s-^3v- 5; - tv = -ó 
5.V + V ^ 2 " -r IV - 2h 
4x4 3 ji ”3z + w = 0 


Halla d valor de h para que el sistema tenga una única solución y encuentre la solución 

, U 45 _ 99 53 

respectiva. Rpía, ó = — - Jf - — * V~ - iV ” 29 



'jc 4 y - C = 1 


Determinar los valores de k para que el sistema de ecuaciones lineales 


2x-*-3y + kz = 3 

x + fcy+3¿ = 2 



tenga: 

ií 

Solución Cínica, 


iii) 

Ninguna solución 

Rpla. 

i) 

Solución única sí k * -2, k se 2. 


m) 

\o tiene solución sí k = -3 

E:\ los siguientes 

sistemas de ecuaciones 


.r + y - z = 2 

jt + 2y + 2 = 3 
x + y + (¿r -5)i = 


£1 


iii Infinitas soluciones. 

II) Infinitas solucione* sí k = 2 


' rnr - 3y - z = 1 
h) *JC + fl3-+22 = fl 
[.r+ i = l 


x 4 1 y + az = 3 
íJ2 4- y + ? = 2 

u 


di 


x t y + íiz - a 

a 

ax + y + z = fi 


















tdminia Espinas# Ruojo s 


,■*.1 


ilc te (minar para que valores de a el sistema de ecuaciones i ¿ene: 

* 

í) Solución línea, ii) Infinitas soluciones 

til) Inconsistente (sin solución). 

Rpla. a) i) Solución única sí a i 2» a * -2, 
ii) Infinitas solución sí a = 2, 


111) Ióúúnsis lente no tiene solución sí a =• - 2 
b) i) Solución única si' aí-L a ? 2 



li> 1 nfinitas soludones sí a = 2. 

iíii Inconsistente sí a = ■ 1 
c) til Infinitas soluciones sí a * I 
ni) Inconsistente sí a ■= I 
ó] ij) Infinitas soluciones V a c F. 

V 

■ 

Estudiar Ej existencia de solución., para los di sumí». valores de a y b en los sisteman de 
ecuaciones. 


i) 


1 x + y+ .z = 3 
' JT - y ■+■ z =* 1 

2x + íjc = h 


ti] 


2.r-3y-p Sz = h 
' -x+ly-z = 0 
4x — I ly+ az sO 


íipla. 


ii Cuando a = 2. b = 4 tiene míinitus soluciones 


Cuando a = 2 y b * 4 el sistema es inconsistente. 


ü> 


Cuando 


95 i 

a = — y b = 0 
II 


ii c ne in ñn i tas ¡wM liciones. 


95 

11 


y h 3: e] cn incünsistenie. 


Cuando a 
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Estudiar la eiisifncia de solución pitia los distinto* calores de a y b ¿ti tos sistema* de 
ecuaciones. 


l) 


üi> 


our-y+2i = 2 

1x+ay+4z-b 
3.1 + 5 v + 2 z — b 

£?.tr+ 2y+ 4? = 
-x+úy+3:. = b 
3? + 7í = 1 
- 2x + íiy+3z = b 


i i) 


íy) 


x -z+3t = b 
4,r-t- y + a; -2í = 1 
íur+ y+2i + 3í ~ o 
-x-z + 4flf - -3 

X+2y — t = b 

3x+ay-5z + lt - 3 
x-5z + íií = b 


Rptft. 


i) 


V a6 K - [4,9} y be R solución única 
Sí a = 4 y b - 2 t infinitas soluciones.. 

Sí a = 9 v fr - -, infinitas soluciones. 

? 3 

Si a = 4 y b * 2, incompatible 
Sí a = 9 y b * - . incompatible. 


ii) - Vaí 2 y bf R solución única. 

St a = 2. y b = -4 infinitas soluciones. 

Si a = 2 y b*-4 incompatible. 

2 h 

iiil - V a,b€ R con a = l+—- Solución un toa. 

3 

2b . 

Vabe R. con * I + — incompatible 

ív] - V a * 4, b 6 R Infinitas soluciones. 

Si a 24 , b = I In finitas soluciones. 

Si a = 4 y b?¿ 1 incompatible, 











354 


Kduurda Espi/iozt r ftnnws 



Hallar el valor de k para que el &í&Lema tenga .solución única, infinitas relaciones y sea 
inconsistente. 


a) 


£i + v + Z = 0 
* (k -l)v + z-o 
x + icy = 0 

i. -4 


b) 


jr- y+z = i 
■ a + v—kz = I 

2jt-J rv-r - = (I 

V * 


x + 5 y + í + 3n- = 2 

4.r— 6v + 3; + 5w = 4 
‘ 

4t+ 14><+ z + 7w* 4 
2a-3v + 3r + Jtw' = 7 



Dado el sistema 


jc + 2v+ - = 3 

í-t- X y + ; = A +1 , Determinar el valor de á_ para que el sistema: 

2.\ + 3 y - { A + 2) z — I 


a) Tenga solución única. b) Tenga infinitas soluciones 

c) No tenga solución. 



Determinar k h para que eE sistema admita solución 


-4*+3y = 2 
5 a- - 4 y - 0 
2x- y-k 



Determine los valores de k. para Eos cuates el sistema 


solución, tiene infinitas soluciones, es incumplí tibie 


r 

k x + y+z = 1 

i x + k y + z -1 nene una tínica 
x + y + A z ~ A” 



Si el üíicma tiene juíIitiLas soluciones, hallar m y n 


[j7m: + {3—yi)y = 4 
|(/n - 2 )jc — (& —n)v = ó 


Hallar los valores de: k, para que el sistema tenga soluciones nn triviales 
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Darlo el sistema 


Jbr-y+ 2i = A+A: 

j + ky -;--l Hallar el valor (o valores} de k tal que: 
3 je + y + z - A 


a) El sistema tenga una Tínica solución, h) El sistema tenga infinita» solucione**, 
c) El sistema no tiene solución. 


ig) ¿Para qué valores de a y b. el sússema admite solución única ' 1 


r q + 2z - I 

.í + v +(4 í) + 2)z = I 
2x+ot + 5£ = 2 
3jt+ov-í-7í = b 


© Determinar para que valores de k el siguiente sistema tiene soluciones distintas d. 

jf-H(Jfc + 1 )y+i = 0 

iribíál (x ■= y = z = Ú) je+ y + (fr +1): - 0 

(k + 1 ) x + y + z = U 
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